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Zusammenfassung

Die elastischen, anelastischen und elektrischen Eigenschaften von
Mantelgesteinen werden in starkem MaBe vom Auftreten partieller
Schmelze beeinfluBt. Um Aufschliisse Uber das physikalische Verhal-
ten partiell geschmolzenen Gesteins sowie liber den Grad und die
Verteilung von partieller Schmelze in der Asthenosphdre und ther-
misch anomalen Mantelregionen zu erhalten, wird ein umfassender
numerischer Satz von Schmelzmodellen aufgestellt, der die Elasti-
zitdt, die Anelastizitidt und die elektrische Leitf&higkeit mitein-
ander verknlipft. Als Schmelzgeometrien konnen Kandle, Filme oder
ellipsoid- bis kugelfdrmige Inklusionen sowie Uberlagerungen der-
selben angenommen werden, ein mdglicherweise herabgesetzter Ver-

bundenheitsgrad im Schmelzsystem wird berlicksichtigt.

Es wird gezeigt, bis zu welchen Filmdicken (oder Querverhdltnis-
sen) das Filmmodell von OfConnell und Budiansky (1977) anwendbar
ist. Fir Film- und Ellipsoidinklusionen ergibt sich aus einem sta-
tistischen Ansatz, daB ein vom Schmelzanteil abhdngiger, herabge-
setzter Verbundenheitsgrad bei moderaten Modulabfdllen einen deut-
lichen EinfluB auf die Relaxationsstdrke und die elektrische Leit-
fdhigkeit haben kann. Eine mdgliche Interpretation des Archie-Ge-
setzes durch einen herabgesetzten Verbundenheitsgrad wird gegeben.
Werden verschiedene Schmelzgeometrien liberlagert, so kann unter be-
stimmten Bedingungen volumetrische Dissipation die GrdBenordnung

derjenigen fir Scherung erreichen.

Der vollstdndige Satz von Schmelzmodellen wird zur Interpretation

von Labordaten filir partiell geschmolzenen Dunit herangezogen und
seine Anwendbarkeit diskutiert. Aus den Modellen ergeben sich Schmelz-
geometrien und -konzentrationen, die im Einklang mit den Beobachtun-

gen stehen.

Die Schmelzmodelle werden dann auf in situ-Daten fir eine ozeani-

sche Asthenospdre angewendet. Unter der Annahme, daB die Absorption
in der Asthenosphdre hauptsdchlich durch Festkdrpermechanismen her-
vorgerufen wird, resultiert als wahrscheinlichste Geometrie Schmelze
in Kandlen ldngs Kornkanten. Kompakte Inklusionen oder nicht zu din-
ne Schmelzfilme mit Querverhéltnissen zwischen 0.03 und 1, die auch
verteilt sein konnen, und eventuell herabgesetztem Verbundenheits-

grad, sind ebenfalls nicht auszuschlieBien. Die Schmelzkonzentration



N

dirfte zwischen 2% und 4% liegen, mdglicherweise aber auch 6% oder

8% erreichen.

SchlieBlich wird flir den anomalen Mantel Islands eine kombinierte
seismische und elektrische Interpretation hinsichtlich partieller
Schmelze durchgefiihrt. Fir den Krusten-Mantel-Ubergangsbereich re-
sultieren Schmelzkonzentrationen zwischen 10% und 20%, fiir den ano-
malen Mantel ergeben sich diinne Schmelzfilme mit mdglicherweise
verteilten Querverhdltnissen und herabgesetztem Verbundenheitsgrad

mit Schmelzkonzentrationen < 5%.

Es sel auf die ausfiihrlicheren Zusammenfassungen Jjeweils am Ende

der Kapitel hingewiesen.



Abstract

Elasticity, anelasticity and electrical conductivity are quantities
strongly dependent on partial melting. In order to gain insight in-
to the physical behaviour of partially molten material and to obtain
some cbnstraints on the distribution and amount of melt in the asthe~-
nosphere or in thermal regions a comprehensive set of numerical mo-
dels is established combining elasticity, anelasticity and electri-
cal conductivity. In these models melt can be assumed to occur in
form of tubes, films, ellipsoidal or spherical inclusions or as com-
binations of these. Eventually the degree of interconnection can be

reduced as a function of melt fraction.

It is shown up to which aspect ratio the film model of O'Connell and
Budiansky (1977) is applicable. Considering films or ellipsoidal in-
clusions a reduced degree of interconnectionmay have a significant in-
fluence on relaxation and conductivity at melt fractions correspon-
ding to a moderate modulus decrease. A possible explanation of Ar-
chie's law 1is given in terms of a reduced degree of interconnection.
If different melt geometries are superimposed, under certain condi-

tions the bulk dissipation may reach the order of that for shear.

The full set of melt models is used in order to explain laboratory
data of partially molten dunite. The applicability is discussed. The

predictions from the models agree well with the observations.

The melt models are further applied to data for the oceanic astheno-

sphere. Assuming that in the asthenosphere absorption of seismic waves
is mainly due to solid state relaxation, tubes along grain edges turn
out to be the most likely melt geometry. However melt pockets or films of
considerable thickness (aspect ratios between 0.03 and 1, possibly di-
stributed) and perhaps with a reduced degree of interconnection can-

not be ruled out. The resulting melt fractions range from 2% to 4%

with an upper limit between 6% and 8%.

Finally a combined set of seismic and conductivity data from the a-
nomalous mantle below Iceland is interpreted in terms of partial melt.
There seems to be evidence for melt fractions between 10% and 20% in
the transition zone between crust and mantle. The data from the ano-
malous mantle below can be explained by thin films with possibly di-
stributed aspect ratios and a reduced degree of interconnection. The

resulting melt fractions range below 5%.



Einleitung

Seismologische und magnetotellurische Untersuchungen haben ge-
zeigt, daB in der nach B. Gutenberg benannten Zone erniedrig-
ter Wellengeschwindigkeit unterhalb der Lithosphire die Absorp-
tion seismischer Wellen und die spezifische elektrische Leit-
fahigkeit ein deutliches Maximum aufweisen. In dieser, als
Asthenosphdre bezeichneten Zone, kommt offenbar die Geotherme

der Soliduskurve des Mantels sehr nahe oder {iberschreitet sie.
Im letzteren Fall, der eher einer ozeanischen Asthenosphdre zu-
gerechnet werden diirfte, ist mit dem Auftreten von partieller
Schmelze zu rechnen. Eine vollstdndige, durch Laborexperimente
gestlitzte Theorie iiber den EinfluB partieller Schmelze auf die
physikalischen Eigenschaften von Mantelgesteinen wiirde es ermbg-
lichen, aus seismischen und geoelektrischen Messungen AufschluB
iber die geometrische Verteilung von Schmelze, die Schmelzkonzen-
tration und damit die Temperatur in der Asthenosphidre oder auch
anderen thermisch anomalen Mantelregionen zu gewinnen. Es sei
hier bemerkt, daB die Asthenosphdre in allen groBtektonischen

Prozessen eine Schliisselrolle spielt.

Es ist das Ziel dieser Untersuchung, einen numerischen Satz von
Schmelzmodellen zu erstellen, der den Zusammenhang zwischen dem
Auftreten und der geometrischen Verteilung von Schmelze einerseits
und den an/elastischen und elektrischen Eigenschaften von Gestei-
nen andererseits herstellt. Dieser Modellsatz soll eine weit-
gehende systematische Variation der Schmelzgeometrien, ~verteilungen
und -konzentrationen ermdglichen und dabei die Auswirkungen auf geo-
physikalisch meBbare GroBen wie der seismischen Geschwindigkeit,

der Absorption und der elektrischen Leitfihigkeit aufzeigen. Flr
gegebene Datenkombinationen soll somit eine umfassende Interpre-

tation hinsichtlich partieller Schmelze ermdglicht werden.



Partielle Schmelze

Wie in der Einleitung bereits beschrieben, sollen Aufschliisse iiber
das physikalische Verhalten von Gesteinen im Temperaturbereich der
partiellen Schmelze gewonnen werden, so daB Riickschliisse auf den
Zustand entsprechender Bereiche im Mantel gezogen werden ké&énnen. Es
stellt sich zundchst die Frage, unter welchen physikalischen Bedin-
gungen mit partieller Schmelze zu rechnen ist und, im Hinblick auf
das physikalische Verhalten, in welcher geometrischen Verteilung

diese Schmelze dann auftritt.

Das Auftreten partieller Schmelze

Eine detallierte Darstellung und Diskussion aller m&glichen

mit partieller Schmelze verbundener Gesteinsphasensysteme

fdallt aus dem Rahmen dieser Arbeit, hierzu sei auf entsprechende
petrologische Literatur verwiesen (z.B. Ernst, 1976; Cox et al.,
1979; Ringwood, 1975; u.v.a.m.). Einige grundsdtzliche Punkte
sollten jedoch im Hinblick auf m&gliche partielle Schmelze im

Mantel erwdhnt werden.
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(Aus: Cox et al., 1979).
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Abb. 1 zeigt die verschiedenen Stabilit&dtsbereiche fir trockenen
Lherzolith zusammen mit der Soliduskurve und zwel Geothermen
{Clark und Ringwood, 1964). In Abb. 2 ist nun das Schmelzver-
halten eines typischen trockenen Lherzcliths dargestellt. Bel
niedrigen Dricken schmelzen zuerst Plagioklase (11000C), dann
zunehmend Klinopyroxen, Spinell und d}thopyroxen, so daBl ab
1450°C nur noch Olivin und Schmelze vorhanden sind. Bei hohen
Driicken beginnt das Aufschmelzen fast gleichzeitig mit Klino-
pyroxen und Granat, wdhrend Orthopyroxen erst bei hbheren Tem-

peraturen in die Schmelze ibergeht.

Es ist bekannt, daB das Vorhandensein kleiner Mengen Wasser die
Solidustemperatur deutlich herabsetzen kann. Green und Lieber-
mann (1976) diskutieren diese Moglichkeit filir einen Pyrolit-
mantel und kommen zu einem mdglichen Wassergehalt zwischen
O<:H20520.4 %. Die sich hierbei ergebende Soliduskurve ist in
Abb. 3 dargestellt (Begrenzung des schattierten Pyrolitbereichs) .
Die durchgezogene, mit Punkten versehene Kurve stellt zum Ver-
gleich die trockene Soliduskurve dar. Im Bereich oberhalb der
teilweise gesdttigten Soliduskurve sind einmal fliir einen Was-
sergehalt im Pyrolit von 0.05 % (durchgezogen) und fir 0.2 3

(gestrichelt) Kurven gleicher Schmelzkonzentration eingetragen.

Eine Zusammenstellung von Schmelzkurven beil unterschiedlichen
Driicken und Wassersdttigungen zeigt Abb. 4. Die mit GL und W
bezeichneten Kurven wurden nach Green und Liebermann (19876,
Abb. 2, entspricht Abb. 3 hier) bzw. Wyllie (1971, Abb. 8-20)
erstellt. Die R- und MKF-Kurven finden sich bei Ringwood (1975)
und Murase et al. (1977a). 2us Abb. 4 geht hervor, dabB in
Druckbereichen um 25 kb - 30 kb fiir teilweise ges&ttigten Pyrolit
der Schmelzanteil zundchst nur langsam mit der Temperatur an-
steigt, wihrend bei trockenen Gesteinen und/oder niedrigen
Driicken innerhalb eines relativ kleinen Temperaturbereichs

sehr viel mehr Material aufschmilzt. Weiter kann man der Abb. 4
entnehmen, daB die Schmelzkurven mit steigendem Druck oder
abnehmender Wassersdttigung zu hohen Temperaturen hin verscho-

ben werden.
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R: Ringwood (1975); GL: Green und Liebermann (1976); MKF:

Murase et al. (1977a) flir Spinell-Lherzolith.

Diese Zusammenstellung petrologischer Erkenntnisse soll ver-
deutlichen, in welchen Bereichen unter entsprechenden Annah-
men von Geothermen (als Beispiel in Abb. 3 die gestrichelte
ozeanische Geotherme von Clark und Ringwood, 1964, fiir einen
statischen, nicht konvektierenden Mantel) mit partieller
Schmelze gerechnet werden muB und welche Schmelzkonzentrationen

mbglich sind.

Die geometrische Verteilung der partiellen Schmelze

Das physikalische Verhalten partiell geschmolzenen Gesteins

wird in groBem MaBe von der geometrischen Verteilung der Schmel-
ze, also von der Form der einzelnen Inklusionen und ihrem
Verbundenheitsgrad bestimmt.Stocker und Gordon (1975) unter-
scheiden nach Smith (1948, 1952, 1964) drei Faktoren, die die
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Abb. 5: Rechts a}) -~ e): Verschiedene Schmelzgeometrien bei unter-
schiedlichen Dihedralwinkeln (aus: Kingery et al., 1976). Links:

Dihedralwinkel im Gleichgewicht fest-fest-fllissig.

Schmelzstruktur bestimmen kdnnen: 1.) Lokalisierung der Schmelze,
d.h. tritt die Schmelze im Innern oder zwischen den Gesteins-
kOrnern auf, 2.) Grenzfldchenenergien der fliissigen und festen
Phase, nach Bulau et al. {(1979) kann hier noch als weiterer
Faktor die Bedingung der konstanten Krlmmung der Grenzfl&chen
zwischen fester und flissiger Phase im strukturellen, thermo-
dynamischen Gleichgewicht hinzugefiligt werden, und 3.) Schmelz-
anteil. Zum ersten Punkt ist zu bemerken, daBl eine Schmelz-
inklusion zur Minimierung der Grenzfldchenenergie im allgemei-
nen eine Kugelgestalt annehmen wird, wenn sie sich im Innern
eines Kristallkorns befindet, wvorausgesetzt, die Grenzfld-
chenenergie fest-flilissig ist nicht stark richtungsabhdngig.
Befindet sich die Schmelze zwischen den Kdrnern, so werden die
Grenzfldchenenergien zu bestimmenden GrdBen der Geometrie.
Wird nun die spezifische Grenzflichenenergie, die auch als
Grenzfldchenspannung angesehen werden kann, zwischen fester
und fliissiger Phase mit J . (fliissig-fest) und die zwischen
zwel festen Phasen mit \goo bezeichnet, so ist der sogenann-
te Dihedral-~ oder Kontaktwinkel, der beim Zusammentreffen
zweler Gesteinskérner mit der Schmelze auftritt, gegeben durch

das Spannungsgleichgewicht am Punkt A (Abb. 5 links) und kann



geschrieben werden (siehe z.B. Kingery et al., 1976) zu
¢= 2 arc cos( f_/ 2 [ ¢). Je nach ¢ kann sich dann die
Schmelze als Film (Abb.5 a, Aufsicht), als Netzwerk von Kand-
len (b), oder isoliert in Zwickeln (c, d, e) im Gestein ver-

teilen.

Im Fall kleiner Grenzfldchenenergien Kof £ XOO/Z, also ¢ = 0,
argumentieren Bulau et al. (1979) allerdings auf Grund ihrer
eingefiihrten Bedingung der konstanten Grenzfldchenkrimmung,

dafl Schmelze nicht gleichzeitig scharfe Kornkanten und flache
Kornflichen benetzen kann. Nach ihrem Modell soll sich die
Schmelze daher zu einem Kanalnetz zusammenziehen, dhnlich

Abb. 5 b, jedoch spitzkantiger im Kanalgquerschnitt. Dies wirde
jedoch bedeuten, daB ein GroBteil der Korngrenzfldchen in einen

hdheren Energiezustand Xoo > 2 wof Ubergehen misste.

i
Fiir den Bereich 0< $ < 60° kann sich die Schmelze nach Bulau

et al. immer in einem zusammenhdngenden Kanalsystem verteilen,
wobei sich die Krimmung der Kanalfldchen konstant einstellen
kann. Es 1Bt sich schlieflich fiir den Fall ¢f>600, in dem also
bei kleinen Schmelzkonzentrationen die Inklusionen isoliert

sind {(Abb. 5 ¢, d, e}, die kritische Schmelzkonzentration berech-
nen, ab der die Inklusionen zusammenstoBen (Bulau et al., 1979).
Hierbei wurde als typische Kornform ein abgestumpftes Oktaeder

zu Grunde gelegt. Dieser,zu einem zusammenhidngenden System fih-

rende Schmelzanteil ist in Abb. 6 dargestellt.

Zieht man die experimentel-

len Befunde heran, so zeigt é'ﬂ) ///
sich ein nicht einheitliches 2'25~
Bild. Bei einer Vielzahl von 3-20'
Schmelzexperimenten trat par- _515'
tielle Schmelze in Form von ‘EJO"
Filmen auf. Hierzu seien %_05.
n

die Untersuchungen an Gra-

O L L L ! . i
Dihedralwinkel

Paterson, 1979), an Granit

und Gabbro (Arzi, 1972, Abb. 6: Kritischer Schmelzanteil,
1978a), an Ultramafiten unterhalb dessen die Schmelzzwickel
und Granodiorit (Arzi, isoliert sind. (Aus: Bulau et al.,

1978b), an Gneis, Grano- 1979)



diorit und Quarzdiorit (Mehnert et al., 1973; Biisch et al., 1974)
und an Spinell-Lherzolith (Arndt, 1977) genannt. Waff und Bulau
(1979) fanden hingegen in Schmelzexperimenten an synthetisch aus
Gesteinspulver hergestellten Ultramafiten, daB sich die Schmelze
im strukturellen Gleichgewicht (nach mehreren Tagen Versuchs-
dauer) in Form von Kandlen mit einem mittleren Dihedralwinkel
von 47° verteilt. Untersuchungen an den gleichen Proben (Cooper
und Kohlstedt, 1982) ergaben mit einer Aufldsung bis zu 1 nm,
daB die Korngrenzfldchen frei von Schmelze blieben. Waff und
Bulau schlieBen, daB in den meisten bisherigen Schmelzexperimen-
ten an Silikaten das strukturelle Gleichgewicht nicht erreicht
wurde. Dem sei die Argumentation Arzi's (1978b) gegeniiberge-
stellt, nach der die von ihm mikroskopisch untersuchten Ultra-
mafite und Granodiorite im Kontakt mit Dikes gestanden hitten
und somit die Gleichgewichtsbedingungen erfiillt gewesen sein
sollten.

Flir Dihedralwinkel < 60° sollte, wie beschrieben, die Schmelze
bei beliebig kleinen Konzentrationen ein zusammenhingendes
System bilden. Dies wird durch die Experimente von Waff und
Bulau (1979} fir 1 & - 2 % Schmelze in Kanidlen sowie durch
Beobachtungen von Schmelzfilmen bei einem Schmelzanteil wvon
mindestens 10 % (Mehnert et al., 1973) bzw. 5 % - 8 % (Arndt,
1977) bestdtigt. Die Experimente von Arzi (1974, 1978a) und Van der
Molen und Paterson (1979) zeigen allerdings, daB mit abnehmender
Schmelzkonzentration der Anteil der schmelzfreien Korngrenz-
fldchen signifikant ansteigt. Auch bei den an unserem Institut
untersuchten Peridotit- und Dunitproben (Berckhemer et al.,
1979, 1982a) wurden Schmelzfilme an einigen, nicht an allen
Grenzfldchen beobachtet (Dr. Aitken, pers. Mitt.}. An Xeno-
lithen der Unterkruste von Kilbourne Hole, New Mexico, die beim
Aufstieg durch Dekompression partiell aufgeschmolzen wurden,
wurde sowohl zusammenhdngende, als auch nicht zusamménhéngende

Schmelze beobachtet {(Padovani, 1977).

Ein zusammenhidngendes Schmelzsystem wird hdufig im Zusammenhang
mit dem Aufstieg von Schmelze aus partiell geschmolzenem
Material als Voraussetzung angenommen. Frank (1968), Walker et
al. (1978) und Stolper et al. (1981) gehen hierbei von einem
zusammenhdngenden Kanalsystem aus, wdhrend z.B. Arndt (1977)

und Turcotte und Ahern (1978) Grenzflichen benetzende Schmelz-



filme annehmen. Die Ursache filir das Absondern und Aufsteigen
von Schmelze liegt im Dichtekontrast zwischen Schmelze und Resi-
duum. Andererseits muB man damit rechnen, daR auch weite Berei-
che eines partiell geschmolzenen Mantels iiber geologische Zeit-
rdume stabil bleiben ko&nnen und keine Absonderung und Akkumu-
lation von Schmelze stattfindet. Es ist dann die Frage, ob
diese Stabilitdt mit der Annahme eines zusammenhingenden
Schmelzsystems vereinbar ist. Walker et al. (1978) finden als
Stabilitdtsbedingung fiir die Asthenosphire eine maximale
Schmelzkonzentration von nur 0.1 %. Stolper et al. (1981)
schwdchen diese Bedingung etwas ab, indem sie auf Grund der

im Vergleich zum festen Gestein hdheren Kompressibilitdt von
Schmelze einen mit der Tiefe abnehmenden Dichtekontrast beriick-
sichtigen. Waff (1980) argumentiert, daB ein durch Auftrieb der
Schmelze erzeugter Druckgradient durch Grenzflichenspannungen
kompensiert werden muB, wodurch sich die Grenzfl&ichenkriimmun-
gen der Schmelzinklusionen mit der Tiefe Andern. Hieraus resul-
tiert dann eine horizontale Schichtung, bestehend aus Zonen

mit zusammenhdngender Schmelze und solchen mit isolierten

Schmelzinklusionen.

Die hier aufgefiihrten Punkte wurden als hinreichend angesehen,
um in den in dieser Arbeit behandelten Schmelzmodellen den

Fall nur teilweise verbundener Schmelzsysteme mit einzuschlieBen.

Zusammenfassung von Kapitel 2.

Es wird in diesem Kapitel das Schmelzverhalten von Pyrolit bzw,.
Lherzolith als mdglicherweise reprdsentatives urspringliches Man-
telmaterial in Abhidngigkeit vom Druck und der Temperatur bespro-
chen. Unter Berilicksichtigung eines mdglichen Wassergehalts im

Mantel werden verschiedene Schmelzkurven zusammengestellt.

Die geometrische Verteilung der Schmelze spielt flr das physika-
lische Verhalten des Gesteins eine wichtige Rolle. Es werden die
Bedingungen fiir bestimmte Schmelzinklusionsgeometrien - Schmelz-
filme, Schmelzkandle und kompakte Schmelztaschen - aufgefihrt.
Die theoretischen Annahmen iber die Schmelzverteilung aus der Li-
teratur werden mit verdffentlichten experimentellen Beobachtungen
verglichen. SchlieBlich wird der Verbundenheitsgrad und Zusammen-
hang eines Schmelzsystems auch in Bezug auf die Asthenosphire
diskutiert.



Elastizitdt und Dampfung bei partieller Schmelze

Rheologische Grundlagen

Allgemeine Beziehungen

Die im Folgenden durchgefiihrten Betrachtungen beruhen auf den
Theorien Uber Viskoelastizitdt und lineare Systeme. Es sei hier
auf die entsprechende grundlegende Literatur hingewiesen (z.B.
Mase, 1970; Wolf, 1978).

FaBt man einen viskoelastischen Kdrper als ein lineares rheo-
logisches System auf, so kann bei einer Errequng des Systems in
Form einer skalar gewdhlten Dehnung (z.B. Scherung oder Kom-
pression) e (t) die Antwort des Systems in Form einer entspre-
chenden skalaren Spannung G (t) folgendermaBen dargestellt
werden: t

G (t) = j m(t-t) e(v) d= (3.1.1)

-oc
wobei m(t) die Impulsantwortfunktion ist. Die Darstellung im
komplexen Frequenzbereich erhilt man durch Anwendung der

Laplace-Transformation:
5(s) = Mis) &s) (3.1.2)

Die Laplace-transformierte Spannung und Dehnung sind durch
Querstriche gekennzeichnet, M (s) wird als Ubertragungsfunktion
des Systems und s=c+iw als komplexe Frequenz bezeichnet. Gibt
man auf das System als Eingangsfunktion die Einheitssprung-
funktion
0 t< 0
H(t) = (3.17.3)
1 t>0
so erhdlt man die Sprungantwortfunktion, die auch als Spannungs-
relaxationsfunktion bezeichnet wird:
=
;
m (t) = | m(t-t) H(r) dv (3.1.4)

- oo

und im komplexen Frequenzbereich:

m (s) = M(s) 1/s (3.1.5)

Wahlt man nun als Eingangsfunktion eine harmonische Schwingung

der Form



e(t) = e_ exp(iwt) flir t>0, (3.1.6)
sonst 0

mit w' als Kreisfrequenz, so ergibt sich fiir die stationire
LOsung, nachdem also der Einschwingvorgang abgeschlossen ist,

flir die Spannung im komplexen Frequenzbereich:

_ Mo (i) - &g
G Stat(s) ' : (3.1.7)
s - 1 W
und im Zeitbereich:
G (t) = M (iw") e expliw't) (3.1.8)
stat o) E toe

Die resultierende Amplitude der Spannung A&(iuﬁ)-eo ist im
allgemeinen also komplex, was auf eine m&gliche Phasenverschie-

bung zwischen Spannung und Dehnung hinweist.

Es ist nun flr viskoelastische Kdrper iiblich, die Ubertragungs-
funktion l&ngs der imagindren Achse als komplexen Modul M(w)

zu definieren:
|
Mw) = MW(w) + i Mz(w) = M(w)!- exp (i) (3.1.9)

Der Winkel ¢ beschreibt die Phasenverschiebung. Je nach Fest-
legung der Dehnung und Spannungkann M(w) fiir einen bestimmten

Modul oder eine Linearkombination aus solchen stehen.

Mit Hilfe von Gleichung (3.1.4) lassen sich die unrelaxierten
und relaxierten Moduli definieren, falls die Grenzwerte der

Sprungantwort fiir t-—> 0, bzw. t — » existieren:

Mu := ms(t=0+)
(3.1.10)

M. := m (t=c0)

Flir Laplace-Transformierte F(s) der Zeitfunktion f(t) gelten
folgende Grenzwertsdtze: Falls die Laplace-Transformationen von
f£(t) und 93/t £(t) existieren und auch s-F(s) analytisch ist,

dann gilt:

lim £(t) = 1lim s-F(s)

=0, B e (3.1.11)
lim £(t) = lim s-F(s)

t oo g0

Mit diesen Grenzwertsitzen folgt mit (3.1.5):



M = 1lim M(w )
u W >0

M_ = 1lim M(w ) (3.1.12)
- w20

Flr lineare viskoelastische Korper sind die fir (3.1.11) notwen-
digen Bedingungen allgemein erfillt, so daB also fiir den kompie-
xen Modul folgt, daB er fiir w = 0 und ) = @ reell wird und dann

identisch gleich dem unrelaxierten bzw. relaxierten Modul ist.

Der zum entsprechenden Modul gehdrende Dampfungsfaktor Q~1 kann

nun definiert werden

07! - M,/M, = tan ¢ {3.1.13)
Viskoelastische K&rper lassen sich allgemein durch ein Netzwerk
linearer elastischer und viskoser Elemente annihern. Ein ein-

a i ' ] > 1 - »
faches rheologisches Modell stellt der o ryyryy

lineare Standard-Kdrper dar (Zener,1948).
Man kann die fir diesen Korper geltende

Differentialgleichung in folgender Form

schreiben: Mr
C + 56 = Mr( e +Tge) )
oM
(3.1.14)
wobel 7T, die Dehnungsrelaxationszeit, Abb. 7: Linearer Stan-

: ) . dard-Kdrper
Te die Spannungsrelaxationszeit und P

Mr der relaxierte Modul ist. Aus dieser Differentialgleichung
folgt mit Hilfe der Laplace-Transformation die System-Ubertra-

gungsfunktion:

G (s) + T. s L {(s) = Mr( els) + T_.s gfs))
1T + s 15
i S '{L P ”
==> /(s) = -~ M
1+ s T, r (3:1.15)

(3.1.15) kann als komplexer Modul geschrieben werden:

1+ 1iwTs
M{w) = M
1+ iwT,

r A3.1.186)

Hieraus folgt fiir w —> e mit Gleichung (3.1.12)

Moo= (Te/ T, ) M (3.1.17)



Der Absorptionsfaktor Q~1 ergibt sich aus dem komplexen Modul

mit (3.1.17) und T = t;ji? zu
M - M
- w T
o~ = _u L (3.1.18)
Vﬁ M 1T + w? g2
u ' r

und hat sein Maximum bei w= 1/7 :

. M - M
Q S

u iy
max (3.1.19)
2 ”Mu Mr

internal Friction

{Arbitrary Ualts)

Elastic BModulus

trternal Friction
Elastic Modulua

0.qt .t 1 Q 100

Abb.8 : Darstellung eines Debye-peaks und

des zugehdrigen frequenzabhidngigen Moduls
{aus: Zener, 1948).

(3.1.18) wird als Debye-peak bezeichnet und ist in Abb.8 zusam-
men mit dem Betrag des frequenzabhdngigen komplexen Moduls dar-

gestellt. Die Relaxationsstirke wird hdufig definiert mit dem
Moduldefekt o M = Mu - Mr als:

A= g = ‘JM £ (3.1.20)

Fir kleine & gilt also fiir einen Debye=~peak:

o = N[2 (3.1.21)



Im allgemeinen 148t sich reales Material nicht durch einen ein-
zigen linearen Standardkdrper beschreiben. Es erweist sich je-
doch als sinnvoll, einen allgemeinen viskocelastischen Kbrper

. durch unendlich viele lineare Standardkdrper, deren elastische
Eigenschaften unterschiedlich sein k&nnen, anzunihern. Betrach-
tet man die Spannungen als Ausgangssignal eines solchen Systems,
so sind die einzelnen linearen Standardelemente als parallel ge-
schaltet zu betrachten. Jedes Element erhilt dann das gleiche
Eingangssignal und addiert sein Ausgangssignal zum gesamten Aus-
gangssignal. Die Ubertragungsfunktion (3.1.15) des i-ten Ele-

ments kann geschrieben werden, nachdem Tg mit (3.1.17) elimi-

niert und Mui_Mriz AMi gesetzt wurde:
st;»<§Mi
M.(s) =M, + — =
i ri 1+ s (3.1.22)

Im folgenden wird bei T der Index fortgelassen, es ist je-
doch auch weiterhin die Dehnungsrelaxationszeit gemeint. Nimmt

man eine kontinuierliche Verteilung V und V der Mri bzw.&Mi

Mr
bzgl. T mit

M .—> M V. drt ;M. — MV ax
ri r Mr i
o0 oo
und JVMr (t ) dt = 1 5 é!V(t') dt =1
0

so lautet die Ubertragungsfunktion fiir das gesamte System

@K@

— ,A . 7 S T -
M (s) = M_ + oM Of\ﬁ:) e AT (3.1.23)
Hieraus folgt der komplexe Modul, aufgespalten in Real- und
Imagindrteil, M{(w ) = M1 + iM2
z 2 - 2
Mi(w) = M_ + 5M‘jv~—~ﬁ-—l————~ dt
0 1 + w?t?
My(w) = M J(v-m—L";-Z—-—d«g (3.1.24)
D 1T + w?2T?

Nach Definition (3.1.13) ist der Dampfungsfaktor 0~ hiermit

auch flr verteilte Relaxationszeiten bestimmt. Mit (3.1.24)



ist eine Abschdtzung des maximalen Q—1

schen té < '31

Mittelwertsatz der Integralrechnung gilt:

fir ein beliebiges, zwi-

gegebenes Relaxationsspektrum mdglich. Mit dem

. T4
b - : re r
My(w)=du § vit)—2E—ar = du—=F— [v(v) dar
T2 1+ w? v? 1+ w? T2 ¢
2
Dby W T
1+ w2 T2

flir ein bestimmtes, von w abhdngiges T (w) mit ‘rz £ T = t1,
Hieraus folgt, daB das maximale M2 immer = 5M/2 bleibt. Der
~J

Wert 45M/2 wird im Falle eines Debye-peaks filir ein festes T =

I . =1 : _
Ty = "12 erreicht. Fir Q9 _  gilt also:
Q max — 3= (3:.1:25)

Elastizitdt und Q_1 fiir einfache Verteilungen der Relaxations-

zeiten

Bei der Behandlung von Schmelzmodellen wird das Hauptgewicht
auf die Bestimmung der relaxierten und der unrelaxierten Modu-
1i und somit die Bestimmung der Relaxationsstdrke gelegt. Dies
hat den Vorteil, daB man ohne Annahmen {iber Flissigkeitsvisko-
sitdten und somit Relaxationsspektren auskommt. Man erhdlt da-
durch allerdings auch keinen AufschluB iiber das Frequenzverhal-
ten der Moduli und der Absorption. Den mdglichen Bereich fir
das Q'-1 kann man allerdings trotzdem abschdtzen, indem man den
Zusammenhang zwischen Q_1 und der Relaxationsstédrke flir einfa-
che typische Relaxationsspektren betrachtet.

Im letzten Abschnitt wurde das frequenzabhdngige und das maxi-
male Q"1 fliir einen einzelnen Debye-peak bestimmt. In der Natur
treten jedoch hdufig Relaxationsspektren auf, deren Spektral-
dichte in erster Niherung bzgl. log T konstant liber einen brei-

ten Frequenzbereich sind (siehe z.B. Nowick und Berry K 1972; Ze-

ner , 1948) . Bezeichnet man die Verteilungsfunktionen der Rela-

xationszeiten bzgl. lnt mit Vi d Intv wund die Eckfrequenzen
4

i

des Q-Spektrums mit tp1=1/‘t1 und w2=1/‘52, so lautet mit



(const.-d 1ntT 4 1/1‘1 < w < 1/T

2
Vlnd Int =
0 sonst (3.1.26)
die Verteilungsfunktion V. dT bzgl.T
{bonst.*?/t dt , 1/T31<: w < 1/‘1:2
Vi d‘{;=i
L B sonst (3.1.27)
L7
Mit J Vt dt = 1, ist also
Lt . =1 T # &£ -
{(Tln T/ T,) , /T, <w < 1/T,
LU dt =¢
‘1 0 sonst (3.1.28)

Fir den Real- und Imagindrteil des komplexen Moduls gilt dann
mit (3.1.24)

AM 1 1+ 1'21 w2\
M1 (w) = Mr I \
2 2
1n 11/12 2 1+ Tz(ﬁ }
S
Mz(ui) = {atan Tjiw - atan T 5 W ) (3.1.29)
In T, /T
172
Q"1 = MZ/M1 ist fir 1/'t&‘« w K 1/'?2 und M2<§ M1 weltgehend
konstant {(vgl. Mavko, 1980):
- éM T A is lg e
Q = =
2 M (Int,-1n7T,) 2 1gv .- 1gT
r 1 2 1 2 (3.1.30)

0 ! unterscheidet sich von Qm;ax eines Debye-peaks um den Faktor
1.36

A4
ne

- Bei wachsender Breite des Relaxationsspektrums
1g - lg T,

fallt Q”i bei konstanter Relaxationsstdrke nur langsam ab. Ist
z. B. das Spektrum sechs Dekaden breit, so erreicht Q“1 immer-

hin noch 1/4 des Q—;ax eines einzelnen Debye-peaks.
1

Das aus (3.1.29) folgende QNW(u>) ist logarithmisch in Abb. 9

fir einen Debye-peak (w =gm2) und flr zwei unterschiedlich brei-

L 4 -1

te Relaxationsspektren ( ww/a)2= 107 * bzw. 10—6) aufgetragen. Q
ist auf A /2 normiert, die Kurven gelten also fiir gleiche Rela-

xationsstdrken bzw. relaxierte und unrelaxierte Moduli.
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Abb. 9: Absorptionsspektren filir uniforme Verteilungen bzgl. log w

zwischen (p1 und {“2'

T

zu (Berckhemer et al.,1982a; Kampfmann, 1980; Anderson und Min-

LdBt man eine leichte Frequenzabhdngigkeit in der Form Q_1fv w

ster, 1979), so kann diese innerhalb eines Frequenzbandes durch
eine Verteilung der Relaxationszeiten beschrieben werden (Ander-
son und Minster, 1979):

R -L r T, < T T&
(v) dr = 1

L 0 sonst

Ve

(3.1.31)

Minster und Anderson (1981) geben flir dieses Relaxationsspektrum
die asymptotischen Formeln fir Q_1(u)) an, aus denen folgt, daB
Q-1(03) in der geometrischen Mitte des Spektrums (flr lg<ﬁo=1/2~

lg w1/w2, 0.1= 3“<0.5,w1<< W, und A<« 1) durch

"‘1 . A A N 4 6\/2
Qm—~"~2~ ,5 v (‘\A;,!/w)z) (3.1.32)

anzundheren ist. Weiterhin 138t sich Q—$ fir ein solches Spek-

ax
trum durch

-1, &
0. .. £ —IW (3.1.33)

abschidtzen. In Abb. 10 sind verschiedene Q_1~Spektren flir § =0.25
und Ti/“t2= 104 bzw. 106 zusammen mit dem zugehdrigen Debye -

peak dargestellt.
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Abb. 10 : Absorptionsspektren filr Q_1AJw -1 im Frequenzbe-

reic w < w
h 1 < W 5.

Als letztes Beispiel wurde fiir die Relaxationsfrequenzen eine
logarithmische Normalverteilung (Nowick und Berry, 1972) ge-
wadhlt. Eine solche Verteilung hat im Unterschied zu den vori-
gen Spektren keine unrealistisch scharfen Eckfrequenzen. Sie
lautet: , o)
/ W/ w

) in / OX

1 I
e

1 I
_ b /
v, (w) o (3.1.34)

Die Grdfe b bestimmt die Breite des Spektrums, wdhrend durch W

die Lage des Maximums des in der logarithmischen Darstellung sym-

metrischen Spektrums festgelegt wird.

Abb. 11 zeigt wieder normierte Q_1~Spektren fir b=2, 4, 6 im Ver-
gleich zum Debye -peak. Bei geniigend grofem b wird der mittlere Be-
reich des Spektrums weitgehend fregquenzunabhé&ngig. Rechts oben in
der Abbildung ist die Abnahme des maximalen Q—1 und die Zunahme
der Halbwertsbreite {in Dekaden} gegeniber dem Parameter b auf-

getragen. Flir ein b, fiir das Q—; auf 1/4 des zugehOrigen Debye-

ax
peaks abgefallen ist, betr&@gt die Halbwertsbreite des Spektrums

immerhin schon sechs Dekaden.

Zzusammenfassend kann gesagt werden, daB man mit der halben Re-

laxationsstdrke ein gutes MaB flr das maximal mdgliche Qm1 hat.



10—

1 )
Q" Qr:\nx__A_ A-[gwl_
I 2 uka%WI
15
01 B O S { y D (S B | : it i

5

10 b

/. N

1072 10° 1 10' 102 10°

SO - C)/Jo

Abb., 11:

Rechts oben: Abnahme von Q—

Absorptionsspektren filir log-normale Verteilungen.
1

max
Hlg w 1/2 der Spektren mit dem Parameter b.

und Zunahme der Halbwertsbreite

Mit (3.17.30) kann man weiterhin mit zusitzlicher Kenntnis oder
Annahme der Breite des Absorptionsbandes das Q-1 eines nur schwach

frequenzabhdngigen Absorptionsbandes abschitzen.

Ausbreitung seismischer Wellen im dissipativen Medium

Die wichtigsten Beziehungen fiir die Ausbreitung seismischer Wel-
len in einem dissipativen Medium mit dem komplexen Modul M:M1+1M2
=lM{ exp i? werden im folgenden in Anlehnung an Kampfmann (1980)
oder Berckhemer et al. (1982b) gegeben. Die L&sung der eindimen-

sionalen Wellengleichung mit ¢ = Dichte, u = Auslenkung

d%u .S 9%u

3 x2 M D2 £3.1.35)
kann geschrieben werden:
u = u_ exp i(wt - (k1+ik2% %) (3.1.36)
mit der komplexen Wellenzahl k=k1+ik2, wobei
- g 1/2 o { 1/2 '
1 =W (?&?) cos %/2 und ky = ~u)K§M[ sin (p/z



Hieraus ergibt sich die Phasengeschwindigkeit

1/2 N 1/2
v =2 - p@ﬂ) ‘//Eos . = l? fir 9 » 1

k. S

(3.%.58)

Es wird deutlich, daB die hochfrequente bzw. tieffrequente Pha-
sengeschwindigkeit durch den frequenzunabhdngigen unrelaxierten
bzw. den relaxierten Modul gegeben ist. Im Ubergangsbereich ist
Je nach Annahme der Relaxationszeiten der frequenzabhidngige Mo-
dul gemaB (3.1.24) zu wdhlen.

. . -1 ; . : .
Das seismische Q sei ist definiert durch die Energieabnahme A W

der kinetischen Energiedichte W ldngs einer Wellenlidnge )
i AW W(x)-W(x+2 )

Q . = =
el v g 27 W(x)

(3.1.39)

. - - - 2 1 J :,‘5;‘\:: . £ 2 3 i
Mit W(x)=1/2 ¢ {u(x))max und W(x+27 }=1/2 g (u(x+A2 ))max ergibt
sich mit (3.71.36),43.1.37) und (3.1.13)

=

Q .y = (1-exp (-4 7 ((02+1) /2 —q))) /2w (3.1.40)

Fiur kleine Da&mpfung gilt in erster N&herung: QSei% O+t Q, fir

groBe Ddmpfung strebt Q—> 0, wihrend Qsei ~» ~2T7 .

In einem kausalen, linearen System sind Real- und Imagindrteil
der Ubertragungsfunktion durch die Kramers~Krdnig-Relation mit-
einander verkniipft. Flir kleine D&mpfung gibt Zener(1948) eine
Ndaherungsformel fiir den Zusammenhang zwischen Absorption und dem

frequenzabhdngigen Realteil des Moduls an:

55 e d 1n Ni,l (’JJ )

Q =
2 d Inw (3.1.41)

Zusammenfassung des Kapitels 3.1.

Es wird in Kap. 3.1.1. mit Hilfe der linearen Systemtheorie der
komplexe Modul eines linearen rheologischen Systems definiert.
Aus Real- und Imagindrteil des Moduls wird die DimpfungsgrdBe
Q-1 definiert. Das rheologische Verhalten eines linearen Stan-

dard-KSrpers wird besprochen und ein Zusammenhang zwischen dem



maximalen Q‘1 und der Relaxationsstd3rke hergestellt. Verteilte
Relaxationszeiten fiihren beil gleicher Relaxationsstdrke zu ei-
nem Abflachen des Absorptionsbandes, es wird die halbe Relaxa-
tionsstidrke als eine obere Schranke eines solchen Absorptions-

bandes gefunden.

In Kap. 3.1.2. werden die Absorptionsbdnder fiir drei einfache

Verteilungen der Relaxationszeiten dargestellt:

1.) v sei uniform bzgl. log T verteilt,

2.) es wird eine Verteilung in T angenommen, die zu einem fre-
quenzabhdngigen Q_va ) ) fihrt,

3.) es wird eine logarithmische Normalverteilung gewdhlt.

Flir diese Verteilungen wird jeweils das maximale Qm‘l als Funk-

tion der Relaxationsstdrke gegeben.

In Kap. 3.1.3. wird ein Zusammenhang zwischen seismischen Gr&s-
sen wie Wellengeschwindigkeit und seismischer Dampfung und den in
Kap. 3.1.1. eingefiihrten GrdBen Modul und Q“1 hergestellt. Als
Niherungsform flir die Kramers-Krdnig-Relation wird die For-

mel von Zener {(1948) gegeben.



Ubersicht liber die Schmelzmodelle in der Literatur

Der EinfluB partieller Schmelze, oder allgemeiner, von im Fest-
korper verteilter Flissigkeit auf die Elastizitdt und Anelasti-
zitdat ist schon lang Gegenstand zahlreicher theoretischer und ex-
perimenteller Untersuchungen gewesen. Obwohl Elastizitit und An-
elastizitdt bei der Ausbreitung seismischer Wellen eng miteinan-
der verknlipft sind, ist es auch bei der Betrachtung von Zweipha-
sensystemen (fliissig-fest) sinnvoll, die frequenzunabhdngige Ela-
stizitdt, also die unrelaxierten und eventuell relaxierten Modu-
li, getrennt von der frequenzabhingigen Anelastizitit oder Dim-
pfung zu betrachten. Wie diese beiden Betrachtungsweisen zusam-

mengefiigt werden kOnnen, wurde in Kap. 3.1 gezeigt.

Eine Ubersicht iiber die elastischen Eigenschaften zusammengesetz-
ter Materialien sowie von Mehrphasensystemen wird z.B. von Watt
et al. (1976) gegeben. Eine Zusammenstellung der Ddmpfungsmecha-

nismen findet man z.B. bei Mavko et al. (1979) .

Elastizitdt in einem Zweiphasensystem

Die Elastizitdt in einem fliissig-festen Zweiphasensystem kann als
Spezialfall eines aus zwei Komponenten zusammengesetzten Materials
angesehen werden. Es sind hier zahlreiche Ansdtze zur Bestimmung
der effektiven elastischen Konstanten durchgefiihrt worden, von de-
nen sich die Eingrenzung durch obere und untere Schranken sowie
Ansdtze flr spezielle Geometrien als gebriuchlich erwiesen haben.
Im folgenden wird davon ausgegangen, daB die einzelnen Komponen-

ten homogen und isotrop sind.

Die einfachsten Ansdtze zur Bestimmung der effektiven Moduli gehen
von der Annahme aus, die Dehnung bzw. Spannung seil im gesamten

Zwei-Komponentensystem uniform. Aus diesen beiden urspringlich von
Voigt (1928) bzw. Reuss (1929) vorgeschlagenen Annahmen folgen ef-
fektive Moduli Meff’ fir die Hill (1952) =zeigte, daB sie tatsich-
lich Ober- bzw, Untergrenzen fiir effektive Moduli bei beliebigen

Geometrien darstellen

M —/1“[j+’3\1 €M £ (1-p) M+ P M, =)
“Reuss” ( } T T ~ o A 4Voigt

(3.2.1)



mit Mo’ M1 = Scher- oder K~Modul der beiden Komponenten und {3
dem Volumenanteil der Komponente M1. Im allgemeinen ist die Kon-
stanz der Dehnung bzw. Spannung nicht gewdhrleistet, im ersten
Fall wirden die Spannungen an den inneren Grenzflidchen nicht im
Gleichgewicht stehen, im zweiten Fall miiBten Diskontinuitidten
in den Verschiebungen an den Grenzfldchen auftreten. Fiir Fliis-
sigkeitsinklusionen versagt die untere Grenze fiir den Schermo-

dul, da dann O resultiert. Mitunter ist es niitzlich,

HReuss™
die effektiven Moduli durch arithmetische oder geometrische Mit-
telwertbildung der Grenzen anzundhren (Hill, 1952). Dieser soge-
nannte Voigt-Reuss-Hill Mittelwert liefert verniinftige Ergebnis-
se, wenn die Moduli der einzelnen Komponenten nicht zu weit aus-
einander liegen. Hashin und Shtrikman (1963) fanden fiir isotro-

pe zusammengesetzte Zweiphasensysteme mit Hilfe eines neu ent-

wickelten Variationsprinzips engere Grenzen fiir die effektiven

Moduli (im folgenden mit HS~Grenzen bezeichnet). Fiir K1<;Ko,
u1<< uo lauten die Grenzen
K = K. + 1= B £ K £ K+ 3 =
HS~ 1 1 . 3B - T o 1 L 3(-#) HS+
K —K1 3K1+4 By K1_Ko 3KO+4uo
u = g T = P fpusp 0+ /
HS= "1 4 gp Kqt2ug @ 1 ,601-8) Koo
Ho™Hg 5“1 3K1+4“1 B 5 uo 3Ko+4uo
= Muse
{(3.2.2)

/5 ist wieder dexr Volumenanteil der Phase 1. Fiir den K-Modul

konnten Hashin und Shtrikman zeigen, daB ohne Kenntnis der Geo-

metrie die HS-Grenzen bei gegebenem [> die bestmdglichen sind.

Die HS-Grenzen fiir den K-Modul sind identisch mit den effekti-
ven K-Moduli fiir eine spezielle Geometrie des Zweiphasensystems.
Diese sogenannte "composite sphere assemblage" ist raumerfiil-
lend zusammengesetzt aus Kugeln unterschiedlicher Gr&Be, beste-
hend aus einem Kern der Phase 1 und einer Kugelschale der Pha-

se O, wobei fiir jede Kugel das Volumenverhdltnis /5 gelten soll.
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fir die fllissige Phase anzunehmen.

Liegt die Phase 1 (die spdter als flissige bzw. Schmelzphase
angenommen wird) in Form weit voneinander verteilter Inklusio-
nen vor, so konnen die elastischen Wechselwirkungen zwischen den
Inklusionen vernachldssigt werden. In diesem Fall reduziert sich
das Problem auf die elastische LOsung einer einzelnen, K in einem
unendlichen Medium eingelagerten Inklusion bei einer im Unend-

lichen angelegten Spannung.

Fiir kugelfdérmige Inklusionen mit den Moduli K1, b fanden Hashin
(1959) oder Eshelby (1957) die effektiven Moduli. Eshelby's Re-

sultate lauten

1 i 1 s Ky, = Ky dug + 3K,
K K, K2 dug + 3K,
’l —
B f 1 s
i i Lo 6/5 (b _-u,) “o “Fo
e} 0 o "1 = U
3ho+4uo o

{3.2.3)

Bemerkenswert ist, daB die effektiven Moduli nach (3.2.3) ober-
halb der HS+Grenzen liegen und sich fiir kleine 2 den HS+Grenzen
anndhern. Dies liegt darin begriindet, daB die elastische Wech-
selwirkung zwischen den Inklusionen vernachlidssigt wurde, mit

zunehmendem /5> aber an Bedeutung gewinnt.

Der Fall ungefiillter, kugelfdrmiger Inklusionen wurde von Mac-
kenzie (1950) behandelt. Eshelby (1957) untersuchte theoretisch
die Spannungen und Dehnungen bei beliebig verteilten, ellipso-
idfdrmigen Inklusionen ohne gegenseitige Wechselwirkung, gibt
die effektiven Moduli jedoch nur implizit an. Die Theorie von

Eshelby wird in einem sp&dteren Kapitel behandelt.

Wu (1966) leitete effektive Moduli fiir sphdroidfdrmige Inklu-
sionen her (mit den Halbachsen atb#c) und gibt analytische For-
meln filir den Fall sphidroidfdrmiger (a=b#%c), "penny"-fdrmiger
(a=b» c) und nadelfdrmiger (a) b=c) Inklusionen an. Im Falle
weicher "penny"-formiger Inklusionen sind diese Formeln nicht

mehr anwendbar, Walsh (1969) modifizierte sie daher zu



1 ) 1 A KO—K1 3KO + 4u1
o 3K _+u
K X K? o "o
e} o) 3K1 + 4u1 + 3ﬂﬁxuo §§_:EH_
o o)
L ~ 1 A Mo~“1 8“0
e 1 +
u " 5 p? 3KO+2uo
@] o] 4“1 + 3T uo ETOEY T TIn
o) o
23K, + 2u, + 2u) \
3Ko+uo }

3K + 4y + 3« U e
1 1 o 3K_+4u_ /

(3.2.4)

wobel o = Querverhdltnis der Inklusion (Verh&ltnis kleine zu
groBe Halbachse). Auch diese Formeln gelten nur fiir wechsel-
wirkungsfreie Inklusionen, wodurch 5 gerade bei kleinem w

stark eingeschrankt ist.

Der erfolgreichste, weil vom Prinzip her einfachste Ansatz zur
Berlicksichtigung gr&Berer Konzentrationen ist die sogenannte
selbst-konsistente Approximation. Die nicht selbst-konsisten-
ten Losungen wie (3.2.3), (3.2.4) ergeben sich dabei als Grenz-

fall fiir kleine Konzentrationen.

Die selbst-konsistente Approximation

Die selbst-konsistente Approximation ("self consistent scheme",
im folgenden mit SCS bezeichnet) wurde unabhingig voneinander
von Hill (1965) fir ein Zwei-Komponenten- und von Budiansky
(1965) flr ein Mehrkomponentensystem entwickelt. Man approxi-
miert hierbei das elastische Feld einer von vielen, nicht not-
wendig weit voneinander entfernten Inklusionen durch das elasti-
sche Feld einer dquivalenten isolierten Inklusion, eingelagert

in einem unendlichen homogenen Medium mit den effektiven Moduli.

Hill (1965) und Budiansky (1965) wendeten das SCS auf den Fall
kugelfdrmiger Inklusionen an. Hill konnte dabei zeigen, daB die

resultierenden Moduli fiir alle Konzentrationen innerhalb der HS-



Grenzen liegen. Zum Vergleich mit den nicht selbst-konsisten-—
ten Resultaten von Eshelby (1957) fiir Kugelinklusionen seien
hier die Ergebnisse von Budiansky dargestellt (reduziert fiir

die zwei Phasen o und 1):

11 K - K. 4u + 3K
- e /’5 (o] 1
K KO KO K 4y + 3K1
;]._ — .1_. -+ ﬁ _1___ MT ~ uo
6 y £+ 2p
N Mo 5 (u=kq) g5 ~ ¥ (3.2.5)

Man erkennt, daB (3.2.5) die gleiche Form wie (3.2.3) hat, je-
doch teilweise Moduli der Phase o durch die effektiven Moduli
ersetzt sind. Die Gleichungen sind miteinander gekoppelt, ent-
halten die unbekannten effektiven Moduli nur implizit und k&n-
nen nur simultan geldst werden.

Die schon erwdhnten Losungen fiir kugel-, scheiben- und nadelfdr-
mige Inklusionen wurden von Wu (1966) mit Hilfe des SCS erstellt.
Es geht aus Wus LOsungen zwar nicht explizit hervor, Boucher
(1974) zeigte jedoch, daB die SCS~Losung flr scheibenfdrmige In-
klusionen direkt jeweils einer der HS-Grenzen entspricht. Dies
bestdtigt auch den Hinweis von Walpole (1969), nach dem die SCS-L&-
sungen flr scheibenfdrmige Inklusionen nicht mehr miteinander ge-
koppelt sind, genau wie es die HS-Grenzen fordern. Watt et al.
(1976) geben eine libersichtliche zZusammenstellung der selbst-kon-
sistenten Moduli fiir scheiben-, kugel- und nadelfdrmige Inklusio-

nen in ihrem Anhang.

Hier seien die fiir kleine, aber endliche « modifizierten For-
meln von Walsh (1969) fir scheibenfdrmige Inklusionen angegeben,
wie sie in der selbst-konsistenten Form aus Walsh's Anhang, in
dem sich ein kleiner Druckfehler leicht durch Vergleich mit Wu's

Ergebnissen beheben 1i8t, folgen

U L A
3K+
K KO KO K 3K1 + 4“,] + 31rec W
1 —
I P SN R TR
3K+2u 3K+

(3.2.6)



Auch hier erkennt man im Vergleich mit (3.2.4), welche Moduli
der Phase o durch die effektiven Moduli (ohne Indizes) ersetzt
sind. Man sieht, daB % — 0 nur dann gesetzt werden darf, wenn
(u1/u)2>%s . L&Bt man hingegen fiir « = 0 auch noch die Moduli

u1 oder K, gegen 0 gehen, so wird deutlich, daB im Einklang

1
mit den HS-Grenzen auch die effektiven Mcduli gegen 0 gehen.
Der endliche Inklusionsanteil > muB sich dann l&ngs unendlich
dinner, also unendlich ausgedehnter Fl&chen verteilen, wodurch

das Material seine Festigkeit verliert.

Hashin (1968) wies darauf hin, daf sich die Anwendung des SCS
auf ein polykristallines Material grundsdtzlich von der auf
Materialien, die Inklusionen bestimmter Art enthalten, unter-
scheidet. Im ersten Fall sei es klar, daB als Basiselement oder
Inklusion ein Kristallkorn im effektiven, noch zu berechnenden
Medium eingebettet werden muB; das effektive polykristalline
Material reicht direkt bis an die Inklusion heran. Im zweiten
Fall sei dagegen unbestimmt, ob man als einzulagerndes Basis-
element eine Inklusion selbst, oder eine mit einer Schale aus
Gesteinsmatrix umgebene Inklusion wdhlen soll. Definitionsge-
mdB muB eine realistische Inklusion ja zundchst von ihrer Ge-
steinsmatrix umgeben sein. Ein solcher Ansatz wurde von Kerner
(1956) filir kugelfdrmige
Inklusionen durchgefiihrt,
die diesem Ansatz zugrun-
de liegenden Annahmen sind
allerdings von Hashin
(1968) als unklar kriti-
siert worden. Hashin for-
mulierte ein generali-
siertes S8SCS, das er auf

allgemeine Leitfdhig-

keitsprobleme fir Zwei-
phasensysteme anwendet,

bei dem die oben be-

schriebenen Basisele- Abb. 13: Einbettung des Basisele-
; 55 3 S i shin c isiertem
mente als Spezialfalle 2§gt% bei Hashins generalis
® - 3. fnid
auftreten. Sein Basis- C g Ey

element besteht aus ei-



ner kugelfdrmigen Inklusion der Phase 1 und einer Schale aus
dem Matrixmaterial der Phase o (Abb. 13), wobei allerdings das
Volumenverhdltnis ¢ = Inklusions-/Basiselementvolumen variabel

bleibt und zwischen 1 und dem makroskopischen ﬁ liegen kann.

Flir c=1 ergibt sich das {iblicherweise benutzte SCS (hier fir

kugelfdrmige Inklusionen). c=f> entspricht der schon erwidhnten

D

"composite sphere assemblage". Wie schon beschrieben, ist der
K-Modul filir diesen Fall identisch mit der oberen HS-Grenze (Ha-
shin, 1962) (fir K1é.KO). Interessanterweise stimmt dieser K-
Modul mit Kerners effektivem K-Modul iiberein. Ebenso ist Ker-
ners effektiver Schermodul identisch mit Bygy Bemerkenswert

fiir den K-Modul (wegen Hashins Kritik an Kerners Modell je-
doch nur unter Vorbehalt fiir u) ist hierbei die Aquivalenz je-
wells einer HS-Grenze sowohl mit dem entsprechenden Modul der
"composite sphere assemblage" (c=/> ), als auch mit der ent-
sprechenden selbst-konsistenten Losung fiir scheibenfdrmige In-
klusionen. Die untere HS-Grenze fiir K ist fir ein flussig-
festes System (Abb. 12) z.B. gegeben durch die "composite sphe-
re assemblage"” mit festen Kugeln, umgeben von einer Schicht Fliis-
sigkeit und gleichzeitig durch die selbst-konsistente Losung flr

unendlich diinne scheibenfdrmige Fliissigkeitsinklusionen.

Hashins generalisiertes SCS wurde bisher noch nicht auf die Be-
stimmung des Schermoduls angewendet. Hashin selbst erwartet fir
diesen Fall uniibersichtliche Resultate. Problematischer diirfte
die Durchfiihrung dieses SCS werden, wenn man es auf von der Ku-
gel abweichende Geometrien der Inklusionen anwenden wollte. Die
fir diese F&dlle durchgefiihrten Ansidtze beschrinken sich daher

auch alle auf das iibliche SCS entsprechend c=1.

Wie beschrieben, ist bei scheibenfdrmigen Inklusionen der Uber-
gang zu verschwindenden Inklusionsmoduli problematisch. Daher
entwickelten QO'Connell und Budiansky (1974, 1977) und Budiansky
und O'Connell (1976) ein Modell fiir trockene und flissigkeits~—
geflillte Risse bzw. Filme. Bei der Bestimmung der effektiven Mo-
duli wird hierbei unter Beriicksichtigung des SCS die Anderung
der elastischen Energie durch das Einfligen eines diinnen ellip-
soidférmigen Risses in ein belastetes Medium berechnet. Statt

des Inklusionsvolumens fiihren O'Connell und Budiansky als be-



stimmenden Parameter die RiBhiufigkeitsdichte £ =N a® ein

(mit N = Anzahl der Risse mit dem Radius a pro Volumen) . Unter
Berlicksichtigung des Querverhiltnisses % (1) hat man dann ei-
ne Bedingung filir den Volumenanteil der Risse bzw. Filme f =
(4/3)Ta e . O'Connell und Budiansky zeigen, daB der Effekt el-
lipsenfOrmiger Risse mit der RiBdichte € = 2 N/w- A?/P (mit

A = Fldche und P = Umfang des Risses) im wesentlichen auf kreis-
fOrmige Risse der gleichen Dichte ¢ zurlickgefihrt werden kann.
Anstelle ellipsenfdrmiger Risse mit definiertem A und P sind

dann also kreisfdrmige mit a = 2 A/P zu setzen.

O'Connell und Budiansky erhalten fiir trockene Risse bzw. Fliis-
sigkeitsfilme Schermoduli, die fiir £ £ 0.6 bzw. 1.4 auf Null
abfallen. Bruner (1976) kritisierte, daB von einem Modell,das
von einem elastischen Kontinuum ausgeht, ein solcher Verlust
des Materialzusammenhalts nicht beschrieben werden k&nnte und
schlidgt ein abgeidndertes SCS vor, bei dem die Moduli fiir be-
liebige ¢ endlich bleiben. Wie O'Connell und Budiansky in ih-
rer Entgegnung zu diesem Kommentar ausfihren, weist dieses ab-
gednderte SCS signifikante Unzuldnglichkeiten auf, auBerdem ist
fir ein mit vielen Rissen durchsetztes Material in der Tat da-
mit zu rechnen, daB es bei einer endlichen RiBdichte den Zu-
sammenhalt verliert. Ordnet man z.B. den ebenen Grenzfl&chen
verschiedener Kristalle je einen RiB Zu, so zerfdllt ein aus
diesen Kristallen zusammengesetzter Polykristall bei RiBdich-~
ten zwischen 0.2 und 0.5 je nach Geometrie der Kristalle (O'Con-
nell und Budiansky, 1977). Bei diesen Uberlegungen wird klar,
daB die Anwendung eines generalisierten SCS nach Hashin (1968),
bei dem ein RiB von einer Schale ungestdrten Materials umge-
ben widre, nicht sinnvoll ist. Nachbarrisse kdnnen durchaus bis
an den gerade betrachteten RiB heranreichen, dasvon 0'Connell und
Budiansky benutzte SCS approximiert statistisch gesehen genau
diesen Effekt.

Bei der Betrachtung von FlUissigkeitsinklusionen kommt im Unter-
schied zu festen Inklusionen als zusdtzlicher Faktor die Frage
der Verbundenheit, sowie die damit zusammenhdngende Unterschei-
dung zwischen relaxierten und unrelaxierten Moduli hinzu. Sind
alle Inklusionen voneinander isoliert, so wird sich bei HuBer-

er Belastung (Scherung, Kompression) im allgemeinen auf Grund



unterschiedlicher Geometrie und Orientierung der Inklusionen

ein unterschiedlicher Fliissigkeitsdruck einstellen. Das elasti-
sche Verhalten entspridche dem von Festkorperinklusionen, deren
Schermodul man gegen Null streben lieBe. Setzt man nun ein Ma~-
terial mit zusammenhingenden Inklusionen einer sprunghaften
Belastung aus, so ist zum Zeitpunkt t=0 noch kein Druckaus-
gleich zwischen Inklusionen mit unterschiedlicher Orientierung
oder Geometrie méglich, das Material verhilt sich, als widren die
Inklusionen voneinander isoliert. Man kann die fiir diesen Fall
geltenden effektiven Moduli also als unrelaxiert bzgl. der Stro-

mung zwischen Inklusionen ansehen.

Der Vollstdndigkeit halber seien hier schon die unrelaxierten
Moduli bzgl. der viskosen Scherrelaxation genannt. Hierbei weist
die Fliissigkeit zum Zeitpunkt t=0 wegen ihrer Viskositdt schein-
bar einen hohen Schermodul auf, durch den z.B. im Filmmodell
(O'Connell und Budiansky, 1977) die Porenwinde miteinander "ver-
klebt"” sind. Ob dieser,mit sehr kleinen Relaxationszeiten ver-
bundene Effekt, flir seismische Frequenzen relevant ist, wird im
ndchsten Abschnitt diskutiert. Wenn nicht anders angegeben, ist
im folgenden immer unrelaxiert bzgl. Strdmung zwischen Inklusio-

nen gemeint.

In einem zusammenhdngenden Porensystem werden sich nach geni~-
gend langer Zeit unterschiedliche Porendriicke ausgeglichen ha-
ben. Hieraus resultieren dann die im allgemeinen schwdcheren
relaxierten oder statischen Moduli. Im Fall von reiner Scherung
wird bei isotrop verteilten Inklusionen keine Nettovolumenin-—
derung, also kein Porendruck resultieren. Der effektive Scher-
modul entspricht dem fiir trockene Poren (0'Connell und Budians-
ky, 1977). Bei reiner Kompression wird bei gleicher Geometrie
der Inklusionen der Porendruck iiberall weitgehend gleich sein
und somit diirfte zwischen dem relaxierten und unrelaxierten K-
Modul kein Unterschied auftreten (O'Connell und Budiansky, 1977).
Es sei jedoch bemerkt, daB auf Grund der Kopplung der effekti-
ven Moduli beim SCS, je nachdem, ob die Gleichungen fir rela-
xilerte oder unrelaxierte Moduli geldst werden, Unterschiede im
K-Modul auftreten kdnnen (Mavko, 1980) . Auf diesen Effekt wird
welter unten eingegangen. Haben die Inklusionen unterschied-

liche Geometrie, so k®&nnen auch bei reiner Kompression unter-



schiedliche Porendriicke auftreten, deren Unterschiede sich dann
bei verbundenen Inklusionen ausgleichen kénnen (Korringa und

Thompson, 1977; Korringa et al., 1979; Johnston et al., 1979).

Die Gleichungen fiir die selbst-kons effektiven Moduli
fir flissigkeitsgefiillte dinne Filme lauten nach O'Connell und
Budiansky (1977) einschlieBlich einer Verbesserung von Mavko

(1980} in Abh&ngigkeit von /3 :

1 1 4 1 1-y K -K A
- = e 4 e r £p L (3.2.7)
K K 3w K 1-2v K o
0 o)
1 1 8 1 1-v K =K |
- = e 4 o e { (B fee e D B 3 (3.2.8)
I M 150 M 2=V K -
o ~ o
4 1=y? Ko =~ W, 9
V = VO+ B (2(?~2vo)_(2— V) (1+3 v o~ Ks D) /-
157 2=V ° K <
mit (3.2.9)
4 1-2 K. 1 3
D= (1 + — £ (3.2.10)
3w 1-2Y¥ K <
mit KO, ﬂb’ ;%, K, }L,XJ = K-, Schermodul und Poissonkonstan-
te flir das ungestdrte bzw. effektive Material, K. = K~-Modul der

£
FlUssigkeit. Fir isolierte Inklusionen bzw. unrelaxierte Moduli

sind diese Gleichungen mit dem entsprechenden K. simultan (durch

£
Iteration) zu 18sen. Flir trockene Risse ist bei der Iteration
Kfzo zu setzen, wodurch D=1 wird. Fir den relaxierten Fall schlieB-
lich ist der Schermodul p = b mit D = 1 (also trocken an-
genommene Risse) zu berechnen, der K-Modul wird dann anschlies-
send iterativ mit (3.2.7), (3.2.10) und der {iblichen Beziehung
mit dem schon bekannten #r
3K -~ 2 Mo
Y R e (3.2.11)
6K + 2 u
i r

bestimmt.

Obige Gleichungen gelten filir ein bestimmtes Querverhiltnis. Liegt

o0
eine Verteilung Yy(ac) der Querverhdltnisse vor mit j z‘(q;)d% =1,
- 0



so ist in Gleichung (3.2.7) bis (3.2.9) = durch
20

& J vV, (o) e de (3.2.12)
0

und D durch

o

D' = J DV, («x) dx

0
zu ersetzen. Flr trockene Risse (D=1) oder beil relaxiertem Scher-
modul 1&B8t sich jede beliebige Verteilung V, (« ) auf genau ein
reprasentatives Querverhdltnis «' zurickfilhren. Flir unrelaxier-
te und gesdttigte Moduli ist dies anndhernd der Fall, so lange
w LK Kf/K.

Durch die in (3.2.7) und (3.2.8) gewdhlte Darstellung lassen sich
die selbst-konsistenten Moduli leicht in die nicht selbst-konsi-
stente Form bringen, indem fir alle rechts des Gleichheitszei-
chens auftretenden Moduli ohne Index die ungestdrten Moduli zu

setzen sind.

Die Gleichungen (3.2.7) und (3.2.8) sollten konsistent mit der
selbst-konstistenten Form der Walsh-Gleichungen (3.2.6) sein.
Dies ist, wie man durch Vergleich leicht {iberpriifen kann, fir
den K-Modul der Fall. Fir den Schermodul ist die Ubereinstim-
mung im Grenzfall « —> 0 mit P /x~ ¢ =const. gegeben. Beim
Grenzibergang ist dabei fiir D zu setzen :D — 0 fir K_.*%0 und

£
D —=> 1 fiir Kf:O'

Korringa et al. (1979) entwickelten ein selbst-konsistentes
Modell fiir flissigkeitsgefiillte Poren, indem sie die fliissige
sowie die feste Phase in Form sphdroidfdrmiger oder sphiri-
scher Inklusionen bzw. Kdrner in ein effektives Medium einbette-
ten. Sie weisen auf Unzuldnglichkeiten des {iblichen SCS hin.

Zur Behebung schlagen sie die Einbettung in ein Medium mit be-
stimmten Moduli, die sich von den resultierenden effektiven
unterscheiden konnen, vor und geben fiir diese Moduli speziel-

le implizite Bedingungen an. Sie verfolgen diesen Weg jedoch
nicht weiter, so daB offen bleibt, ob dieses Verfahren signi-

fikant unterschiedliche Ergebnisse liefert.

In den bisher beschriebenen Modellen wurden die Flissigkeits-
inklusionen als ellipsoidfdrmig angenommen, sie weisen also
Uberall eine konvexe Krlimmung auf. Diese Annahme fihrt insbe-

sondere beil flachen Rissen dazu, daB die RiBseiten iliber ihre



gesamte Fldche entkoppelt sind. Mikroskopische Untersuchungen
an Gesteinen zeigen jedoch, daB die Porenrdume unregelmdfig
sind und Riffldchen an einzelnen Stellen in Kontakt miteinan-
der kommen kdnnen (Walsh und Grosenbaugh, 1979). Dieser Effekt
nimmt bei trockenen oder mit einer kompressiblen Flissigkeit
gefillten Poren mit zunehmendem hydrostatischen Druck zu. Mav-
ko und Nur (1978) und Walsh und Grosenkaugh (1979) stellten
theoretische Modelle flir die Kompressibilitdt fiir solche nicht
ellipsoidfdrmigen Risse auf. Fir den Schermodul sind solche Un-
tersuchungen bisher noch nicht durchgefiihrt worden. Vorsicht
diilrfte jedoch bei der Anwendung der Modelle mit ellipsoidfdr-
migen Rissen fir den Fall extrem kleiner Querverhdltnisse ge-

boten sein.

Die von Bulau et al. (1979) und Waff und Bulau (1979) gefunde-
ne Schmelzkonfiguration in Form
eines Kanalsystems ldngs Korn-
kanten bildet die Grundlage des
Schmelzmodells von Mavko {(13980) )
{(Abb. 14). In diesem Modell kann //\\
durch den Parameter € die Form

des Kanalquerschnitts variiert /

werden, wodurch unterschiedli-

che Dihedralwinkel approximiert
werden ko&nnen. Zur Bestimmung a

der effektiven Moduli wird in

Mavkos Modell ein Kanal gemalB -
dem SCS in das effektive Medi- 2R 2R 2R

um eingelagert, welches von

aufen belastet wird. Die Be- €=0 L =
rechnung der Moduli erfolgt b

dann mit Hilfe eines Reziprok-

theorems -auf das weiter unten Abb. 14: a)Schematische Darstel-

nech eangegEngan Wikd- Ther die kanten, Db)Querschnitte der Ka-

Verschiebung der Porenwdnde, ndle fir Mavkos Modelle. (aus:
wobei {iber alle Orientierungen Mavko, 1980)
gemittelt wird. Der relaxierte
Schermodul ergibt sich aus der schon oben begriindeten An-
nahme trockener Poren, also o = ud. Der unrelaxierte

Schermodul by wird unter Beriicksichtigung des Porendrucks

lung der Schmelzkandle ldngs Korn-



berechnet, wobei bei reiner Scherung dieser Porendruck von der
Orientierung des Kanals abhdngt. Ein Kanal parallel zur groBten

Druck-, also senkrecht zur gréB8ten Zugspannung, wird einen klei-

B H(”\; |

(1951) berechnete fiir T

neren Porendruck aufweisen
(Abb. 15).

Die Bestimmung des gesdt-

als umgekehrt

tigten K-Moduls erfolgt
mit Hilfe des trockenen

K~Moduls durch die Gass-

mannrelation. Gassmann
ein gesdttigtes Gestein
den effektiven K-Modul
aus dem K-Modul der Ge-
Abb.

dem 15¢

trockenen K-Modul K

steinsmatrix Ko’ siehe Text.

d

des Gerists und dem K-Modul der Fliissigkeit Kf unter der Bedin-
gung, daB bei duBerer Kompression der Porendruck im Gestein ein-
Die Glei-

heitlich ist und keine Fliissigkeit entweichen kann.

chungen fiir das Mavkomodell lauten:

relaxiert: unrelaxiert:
1 1 7 1 1
;— -7 GaKa(Kd’ Mt Vr*ﬁ) I G)Ka(Ku’ [ar’ Vu)/5
K K K
d o) d o
(3.2.13) (3.2.17)
K_+F K .{K -K_.) Ki+F K_{(K_-K%)
K =K, —2— , F=—~—————-—/?>f ° d K =K, d ,p-f o d
K _+F , (RO—Kf) KO+F /B(KO~Kf)
{3.2.14) (3.2.18)
1 1 3 1 1 .
T = ¥ By, Ry Mr Vr)¢ - e T AKa(Ku’ Mur vu)w
f& f% fﬁ WB
(3.2.15) (3.2.19)
3K ,-2 3K =2
v, = Sa F (3.2.16) Vv, = T M (3.2.20)
L
6Kd+2/Lr 6Ku+2/‘u
wobei die Terme éaKa’ BKa und AKa in Anhang C gegeben sind.



Die selbst-konsistente Bestimmung der relaxierten Moduli erfolgt
nun, indem (3.2.13), (3.2.15) und (3.2.16) simultan geldst wer-
den. Hieraus folgt }2 und Kd. Flir den gesdttigten relaxierten
Kr—Modul wird (3.2.14) direkt geldst. Fiir die unrelaxierten Mo-
duli missen (3.2.17) bis (3.2.20) simultan geldst werden. Mav-
kos Formel fir Vu (Gleichung 21 in Mavko, 1980) enthidlt offen-
bar Druckfehler, Wy diirfte durch (3.2.20) gegeben sein. Mavkos
Berechnung der gesdttigten Moduli erfolgt jeweils iber den trok-
kenen Kd~Modul und die Gassmannrelation (Gassmann, 1951) (3.2.14)
bzw. (3.2.18). Mavko begriindet nicht, welche Voraussetzungen und
Konsequenzen mit der Einbeziehung der Gassmannrelation in die
Methode des SCS verbunden sind. In derioriginalen Gassmannrela-
tion ist Kd der K-Modul des trockenen Gesteinsgeriistes, beil
Mavkos SCS wird zur Ké—Bestimmung ein trockener Kanal in ein ef-
fektives Medium mit gesdttigten Nachbarkandlen eingebettet an-
genommen. Dieser Punkt wird in einem spdteren Abschnitt noch be-
handelt.

In Abb.16 ist der Effekt des SCS fiir das Mavkomodell dargestellt

(gleiche Moduli wie in Abb. 12, € =0). Oben sind die unrelaxier-

Mbar
0,4
0,2
i : i 1 ] 1 i i i | 1 I i
-1 0 0,05 0,1 /3
10
-2
107 +
Abb.16: Mavko-Mo-
duli mit (b) und
ohne (a) SCS.
Unten: Maximales
0~1. Moduli wie )
in Abb. 12. 10 ;




ten und relaxierten Schermoduli mit dem SCS (b) und ohne SCS
(a) aufgetragen. Der Unterschied macht sich fir 2> 5% deut-
lich bemerkbar. Neben dem stirkeren Abfall der Moduli mit SCS
fallt die grdBere Differenz zwischen unrelaxierten und rela-
xierten Moduli auf. Dies fiihrt, wie das untere Bild zeigt, zu
einem Unterschied in Q_;ax von iiber einer Dekade fiir 2> 10%.
Es stellt sich hierbei die Frage, wie zuverldssig das SCS ist,

wenn man Aussagen Uber Q_1 machen will.

In Abb. 17 und 18 sind Beispiele der verschiedenen besproche-

nen Modelle aufgetragen (Moduli wie Abb.12). Abb.17a zeigt die
selbst-konsistenten Moduli fiir kugelfdrmige Inklusionen nach
(3.2.5). Im Vergleich hierzu sind in Abb.17b die Moduli fiir Ka-
ndle (u: unrelaxiert, r: relaxiert) des Mavkomodells darge-
stellt. Zylinderfdrmige Kanidle (€ =m ) weisen einen mit Kugeln
vergleichbaren schwachen Modulabfall auf. Der Abfall fir spitz-
kantige Kandle ( € =0) ist etwa doppelt so stark. AuBerdem lau-
fen relaxierte und unrelaxierte Moduli schneller auselinander,
wodurch das Q—;ax fir € =0 um etwa eine Gr&Benordnung hdher aus-
fallt. In Abb. 18a (unrelaxiert) und 18b (relaxiert) sind schlieB-
lich die Moduli fir das Filmmodell (O'Connell und Budiansky, 1977)
fir verschiedene « (fest) und Verteilungen von o, aufgetragen.
Als Verteilung wurde ein Vln{lncn)d Ilne = const. (vgl.(3.1.26))
zwischen den angegebenen “ und <%2 gewdhlt. Nach (3.2.12) ent-
spricht etwa jeder Verteilung V ein entsprechendes «' mit

O - O
. 2

” B e

1

ln<x2/<x

(3.2.21)
1

Man erkennt, daB mit kleinem o ein beliebig starker Modulabfall
erreicht werden kann, man erreicht M=0, also die unter HS-Gren-
ze flr ein fest-flilissiges System, bei gegebenem ﬁS durch geeig-
nete Wahl von o« . Da hier nicht die RiBdichte von O'Connell und
Budiansky, sondern o und /> als Variable gewdhlt werden, re-
sultiert eine Mehrdeutigkeit der Moduli: ein bestimmter Modul-
abfall 148t sich durch eine Mehrzahl von Parametern o ,{5

beschreiben.

Abb. 18a und b (Seite 42} : Unrelaxierte (a, oben) und relaxier-
te (b, unten) Moduli flir Filme (O'Connell und Budiansky, 1977).

Querverhdltnisse bzw. Verteilungen von « uniform bzgl. lnec zwi-

schen o, und o, wle angegeben.
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Dampfung in einem fllissig-festen Zweiphasensystem

Die Ddmpfung in einem System, das Fliissigkeitsinklusionen ent-
hdlt, kann durch unterschiedliche physikalische Prozesse her-
vorgerufen werden. Die wichtigsten hiervon sind Relaxation durch
trdmung von Fliissigkeit, durch Phasenumwandlungen und durch

thermoelastisch induzierten WirmefluB.

Strémung von Fliissigkeit: Eine grundlegende Theorie zur Wellen-

ausbreitung in einem pord&sen, flissigkeitsgesdttigten Medium
wurde schon 1956 (a,b) von Biot aufgestellt. Es wurden fir ein
solches Zweiphasensystem Bewegungsgleichungen hergeleitet, in
denen die mittlere Fliissigkeitsbewegung iber einen Massenkopp~-
lungsparameter mit der mittleren Bewegung der festen Matrix
gekoppelt ist. Es ergeben sich fiir geniigend niedrige Freguen-—
zen, bei denen von einer laminaren Strdmung ausgegangen werden
kann (Biot, 1956 a) als L®sung eine Scherwelle und zwei Kompres-
sionswellen, von denen die eine einer Diffusionswelle entspricht
und innerhalb einer Wellenlinge fast vollstdndig abgeklungen
ist. Biot erhdlt frequenzabhingige Wellengeschwindigkeiten ~ w 2,
die im betrachteten Frequenzbereich jedoch nur sehr wenig (<0.5%)
vom unrelaxierten Fall abweichen. Die mit diesen Referenzge-
schwindigkeiten verbundenen unrelaxierten Moduli fiir pordses,
gesdttigtes Material wurden von Biot nicht explizit in Termen

der Porositdt und Porengeometrie angegeben.

White (1965) diskutiert die von Biot aufgestellte Theorie und
beschreibt anhand eines einfachen Ansatzes die Natur der Dim-
pfungsmechanismen. Danach lassen sich die Ergebnisse von Biot

in folgender Form darstellen

\.2 k
/ e, K 1-K./K Vo9 9
- { N ! £ P J
Qp1 =11 = Js o) i d’ o } it T W
§‘ () . . , , _ 2 = ] o
\ Sg Kgta/3 pg 1=P+BR, /K Kd/KOX Js 1
¢ k-0
T -
85 Q (3.2.22)

mit ﬁ’:Porositét, K=Kompressionsmodul, # =Schermodul, ¢ =Dichte,
k=Permeabilitidt, n =Viskositat der Flissigkeit, wobei die Indi-
zes folgende Bedeutung haben: o: Material der Gesteinsmatrix, s:
gesdttigtes Gestein, f: Porenfliissigkeit, d: trockene Gesteins-

matrix; Qh,QS = O-Faktoren fir p- und s-Wellen.
4



Im Falle der Scherwellendampfung und dem entsprechenden Term bei
Q;1 bewegt sich beim Durchgang einer Welle die Flissigkeit auf
Grund ihrer Tragheit nicht in Phase mit der Gesteinsmatrix, so
daB im Mittel eine mit viskoser Reibung verbundene Relativbe-
wegung zwischen Flissigkeit und Gestein resultiert. Der zweite
Term in der XKlammer bei Q;1 resultiert aus einer Flissigkeits-
stromung relativ zum Gestein, die durch den Druckgradienten
ldngs einer halben Wellenl&nge induziert wird. Dieser Druck-
gradient bewirkt eine relative Flissigkeitsstromung, die zu der
durch Trdgheitskrdfte hervorgerufenen Bewegung um 180° phasen-
verschoben ist. Diese Phasenverschiebung driickt sich durch das
1

Minuszeichen in der Klammer aus. Q; ist daher im allgemeinen

deutlich kleimer als 9;1 (White, 1965).

White (1965) setzt in die Formeln (3.2.22) experimentell bestimm-
te Daten flir Berea-Sandstein ein und findet, daB die Absorption
gemdB (3.2.22) filir seismische Frequenzen vernachlédssigbar ist.

Zzu der gleichen SchluBfolgerung flir gesdttigte Sedimente gelan-
gen auch Johnston et al. (1979) und Stoll und Bryan (1970). Es
wird nun gezeigt, daB (3.2.22) auch flr partiell geschmolzenes
Material vernachl&dssigbar ist. Die Permeabilit&t kann geschrie-

ben werden (Schopper, 1966):

a T
k= 2L _ 5 (3.2.23)
8T U
mit aeff=effektiver Porenquerschnitt, U=Umwegkonstante ("torti-
uosity"). Fir partiell geschmolzenes Material 14Bt sich k nach

oben abschédtzen durch ein kubisch gekdrntes Material mit zylin-
drischen Schmelzkandlen mit dem Querschnitt a=a, c¢ l&ngs der

Kornkanten. Mit d als Kantenldnge gilt

3 a d
ﬁ - eff
d3
Mit U=3 flir ein kubisches Netzwerk ergibt sich dann
dz ..
72

k

zyl -

Man kann auch zeigen, daB im Fall von Fldchenbenetzung das k im-

ner kleiner als kzyl ist, Mit einer maximalen Korngr&Be von d=

10~?m, einer unteren Viskositidtsgrenze flir Basaltschmelze von
g



1 Pa s (Kushiro, 1977), einer Dichte von Basalt von g =

, Se=
3.10

kg/m3 und einer Frequenz von 10 Hz ergibt sich dann

Q;1 hdtte z. B. bel 10% Schmelze eine Obergrenze von 10-3 und

ist somit gegeniiber dem in partiell geschmolzenem Material ge-

1 8
messenen Q vernachldssigbar.

Die in der Biot-Theorie auftretenden Fliissigkeitsstrémungen ha-
ben r&umliche Variationen, die durch die seismischen Wellenlidn-
gen gegeben sind. Mikroskopische Heterogenitdten, wie variable
Porengeometrien und Orientierungen, kOnnen jedoch ein lokal
stark inhomogenes Strdmungsfeld erzeugen, das bei der regiona-
len Betrachtungsweise nach Biot im Mittel keinen Beitrag lie-
fert. Gerade solche lokalen Strémungen konnen aber mit einer

signifikanten Dissipation verbunden sein.

Die Berlicksichtigung dieser lokalen Effekte erfordert zusidtz-
lichdetaillierte Kenntnisse {iber die Porengeometrien. Man kann
grundsatzlich zwel verschiedene Strdmungsmechanismen unter-
scheiden, die ihrerseits durch ihre Relaxationszeiten charakte-
risiert sind. Es handelt sich hierbei um viskose Relaxation von
Scherung gegeniliberliegender Porenwdnde und um den Ausgleich un-
terschiedlicher Porendriicke entweder innerhalb einzelner irregu-
ldrer Poren oder zwischen benachbarten, verschieden orientier-

ten Inklusionen.

Viskose Spannungsrelaxation wird besonders wichtig, wenn sie an
fldchenhaften Porenrdumen wie Rissen oder Korngrenzfldchen auf-
tritt. Relaxation tritt in diesem Fall dadurch auf, daB gegen-
Uberliegende Porenwédnde beil einer sprunghaft angelegten &dufe-
ren Spannung zundchst durch die viskose Schicht miteinander ver-
schweiBt sind und sich erst mit zunehmender Zeit durch visko-
ses Gleiten relativ zueinander bewegen konnen. Dies fihrt dann
schlieBlich zu einer Spannungsrelaxation mit scherspannungs-

freien Porenwidnden.

Sie ist nicht beschridnkt auf das Auftreten von Schmelze als
viskoser Phase, sondern wurde schon 1947 wvon Ké und von Zener
(1941; 1948) im Zusammenhang mit viskos relaxierenden Korngrenz-

fldchen in polykristallinen Metallen beschrieben. Ke (1947) be-



obachteteQ—T—Wertebis zu 0.1. Zener (1948) berechnete fiir ein
Material aus reguldren Polyedern gleicher GroBe eine Relaxations-
stdrke des Elastizitdtsmoduls von ca. 0.54 und des Schermoduls
von ca. 0.66. Da diese Berechnungen auf der Grundannahme beruhen,
daB alle Korngrenzfl&dchen im Polykristall scherspannungsfrei seien,
geht in dieses Ergebnis nicht die Dicke der viskosen Schicht bzw.
die Schmelzkonzentration ein. Wenn man annimmt, dafB kleine Unre-
gelmdfigkeiten oder Hindernisse an den Korngrenzen eine vollstdn-
dige Scherspannungsrelaxation leicht verhindern k&nnen, so dirf-
ten die Relaxationsstidrken deutlich kleiner sein (Nowick und Ber-
ry, 1972).

Ké (1947) berechnete fiir die Relaxationsfrequenzen fiir Scherung:

c u

F = ses coms
a n (3.2.24)

mit c=Dicke der viskosen Schicht, d=Korndurchmesser, 7 =Visko-

sitat.

Walsh (1968; 1969) berechnete die viskose Spannungsrelaxation
fiir ein Material, das weit voneinander entfernte, statistisch
orientierte, abgeflachte (o K 1, ® =Querverhidltnis), sphdroi-
dische Flissigkeitsinklusionen enthdlt. Er ging von den effek-
tiven Moduli filir ein elastisches Material mit ellipsoidfdrmigen
Inklusionen mit dem Schermodul /&2 aus (Wu, 1966). Wie Walsh
(1968) =zeigte, erhdlt man die komplexen effektiven Moduli fiir
ein viskoelastisches Material mit geometrisch &hnlichen Flis-
sigkeitsinklusionen, indem man in die Gleichungen fir die ef-
fektiven Moduli anstelle von /Lz den Ausdruck i wy setzt.
Walsh fand, daB sich ein solches Material mit geometrisch iden-
tischen Inklusionen wie ein linearer Standard-K&rper verhdlt.
Br erhielt fiir ein maximales Q;1 eine charakteristische Frequenz

von etwa

o8l - v ) {3.2.25)
mit m als Schermodul und V als Poissonkonstante des ungestdrten
Materials. Man vergleiche (3.2.24) mit {(3.2.25). Es wird deut-

lich, daB die charakteristische Frequenz flir viskose Spannungs-

relaxation im Fall von partieller Schmelze sehr hoch ist. Sie



ist nur dann fiir seismische Frequenzen wichtig, wenn das Quer-
verhdltnis sehr klein wird. Q;1 und Q;1max hdngen bei Walsh
nicht von der Schmelzkonzentration, sondern von einer Inklusions-
hidufigkeitsdichte der Form d°/v ab, wobei d der groBe Durchmes-
ser einer Inklusion ist, die im Mittel vom Volumen v aus festem
Material umgeben ist. Diese Inklusionshdufigkeitsdichte ent-
spricht 8¢ , der achtfachen RiBhdufigkeitsdichte von O'Connell
und Budiansky (1977). Fiir einen kubisch zusammengesetzten Poly-
kristall mit maximal einer Schmelzinklusion pro Kornfldche ist
3 /v immer kleiner als 3. Wenn, wie in Walsh's Ansatz, die In-
klusionen weit voneinander entfernt liegen, wird bei weitem
der maximale Wert 3 nicht erreicht. Es folgt dann aus dem Ergeb-

nis von Walsh fiir die Relaxationsstdrke filir Scherung

A Y Z 8.3 (3.2.26)

Flir Kompression ergibt sich ein sehr viel geringeres ZXK. Die-
se im Vergleich zu den Ergebnissen von Zener (1941) deutlich
kleinere Relaxationsstdrke diirfte durch Walsh's Annahme begrin-
det sein, die Inklusionen seien weit voneinander entfernt. Es
wird weiter unten gezeigt, daB man mit Hilfe einer sogenannten
selbst-konsistenten Approximation, bei der die Inklusionen als
in einem effektiven Material eingebettet betrachtet werden, zu

signifikant h&heren Relaxationsstdrken gelangt.

O'Connell und Budiansky (1977) behandelten fiir ein Material mit
fliissigkeitsgefiillten Rissen ebenfalls den Fall der Scherspan-
nungsrelaxation gegeniiberliegender RiBwiande. Als Ausgangsbasis
dienten die effektiven statischen Moduli fir ein solches Mate-
rial (Budiansky und O'Connell, 1976). Um grdBere RiBhdufigkeits-
dichten beriicksichtigen zu k&nnen, wendeten O'Connell und Budi-
ansky im Unterschied zu Walsh (1968) die selbst-konsistente Ap-
proximation an. Hierdurch werden die Gleichungen fir die effek-
tiven Moduli miteinander gekoppelt und sind nur iterativ zu 16=
sen. Bei der viskoelastischen Analyse ersetzten sie ebenso wie
Walsh den Inklusionsschermodul durch iwn. Dies fiihrt dazu, dabB
durch die Kopplung eine einfache Aufspaltung der resultierenden
Moduli in Real- und Imagindrteil nicht mehr mdglich ist. Die

selbst-konsistente Approximation fiihrt also dazu, daB das Mate-
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Abb. 19: Elastische Wellengeschwindigkeiten und seis-
misches Q=1 fiir Scherspannungsrelaxation an fllissig-

keitsgefilillten Rissen. Die Frequenz ist normiert mit

der Relaxationsfrequenz. (Aus: O'Connell und Budians-
ky, 1977}.

rial die von Walsh festgestellte Eigenschaft eines linearen Stan-

dard-Kdrpers verliert.

Die Ergebnisse dieser Analyse fiir Scherrelaxation an Rissen sind
in Abb. 19 in Termen der seismischen Geschwindigkeit und dem seis-
mischen Q;;i dargestellt. Die Parameter der Kurven stellen die
RiBh&dufigkeitsdichten ¢ =a’/v mit a=Radius der Risse und v=mitt-
leres, den RiB umgebendes ungestdrtes Volumen. Die Frequenz ist
auf die Relaxationsfrequenz normiert, die von 0O'Connell und Bu-
diansky mit ﬁﬁzzcxu/q' angegeben wird. Die Abflachung der Q;;i—
Kurven fir groBe § resultiert aus dem Grenzwert 1/2W (vgl. Kap.
3.1.3.), wdhrend die schwache Frequenzverschiebung der Maxima
durch die selbst-konsistente Approximation hervorgerufen wird.
Vergleicht man die Maximalwerte der dargestellten Q;;i—Kurven
mit Q;;i—Werten, die allein aus den selbst-konsistenten relaxier-
ten und unrelaxierten Moduli, jedoch unter Annahme eines linearen
Standard-Korpers berechnet wurden, so ist keine signifikante Dif-
ferenz festzustellen. Man kann also vermuten, daB man ohne vis-

koelastische Analyse allein aus den selbst-konsistenten Moduli



Aussagen Uber ein maximales Q machen kann.

Aus der Abb. 19 wird deutlich, wie wichtig die Scherspannungsre-
laxation bei groBen RiBhdufigkeiten werden kann. Eine Zusammen-
stellung von mdglichen & und Modulabnahmen fiir den Fall, daB
Scherspannungsrelaxation an allen Korngrenzflichen eines Poly-
kristalls auftritt, ist in Tab. 1 gegeben (entnommen aus 0'Con-
nell und Budiansky, 1977). Auch hier gilt wieder das Argument
von Nowick und Berry (1972), daB UnregelmiBigkeiten an Korngrenz-

fldchen eine vollstdndige Relaxation verhindern k&nnen.

Relaxation From Grain Boundary Sliding

Grain Shape ' v R/ E/E Vo/Ve Ve/ Vs
Cube 0.48 0.34 0.60 0.64 0.91 0.77
Rhombic dodecahedron 0.28 0.30 0.76 0.79 0.94 0.87
Pentagonal dodecahedron 0.30 0.31 0.74 0.78 0.94 0.86

Cube octahedron 0.27 0.30 0.76 0.79 0.95 0.87
Sphere [Zener, 1941] cee 0.35 0.55 0.59 0.89 0.74

Tab. 1: Korngrenzenrelaxation. Effektive relaxierte Mo-
duli bzw. Geschwindigkeiten relativ zum unrelaxierten
Fall. & =Korngrenzfldchendichte ist durch die Korngeo-
metrie gegeben. (Aus: O'Connell und Budiansky, 1977)

O'Connell und Budiansky schlieBen, daB mit typischen gemessenen
Viskositdten von Basaltschmelzen (1 - 1000 Pa s, Kushiro et al.,
1976) die Scherspannungsrelaxation nur dann wichtig flir seismi-
sche Frequenzen wird, wenn das Querverhiltnis < 10—7 ist. In
diesem Fall wdre die Scherspannungsrelaxation nicht mehr von
der Korngrenzenrelaxation unterhalb der Solidustemperatur zu

unterscheiden.

Neben der beschriebenen viskosen Scherrelaxation kann Relaxa-
tion in gesdttigten oder partiell geschmolzenen Medien durch
Ausgleich unterschiedlicher Flissigkeitsdriicke in den Poren-
rdumen bei einer &duBeren angelegten Spannung auftreten. Dieser
Mechanismus wird mitunter auch mit "melt squirt" bezeichnet
(Mavko und Nur, 1975). Man kann hierbei zwischen Flissigkeits-
strdmung innerhalb einzelner isolierter Inklusionen und sol-

cher zwischen benachbarten Inklusionen unterscheiden.

Mavko und Nur (1978) behandeln die Deformation nicht-ellipsoid-

férmiger trockener Risse bei einer duBeren angelegten starken



Abb. 20: Fliissigkeitsstrdmung in nicht ellip-
soidfdrmigen Inklusionen.

Kompressionsspannung. Im Unterschied zu ellipsoidfdrmigen In-
klusionen (Eshelby, 1957) weisen diese spitz zulaufenden Risse
eine stark uneinheitliche Deformation auf, die dazu fihrt, daB
sich mit zunehmendem Druck die Risse von der Spitze her verkir-
zen und sogar im Zentrum Beriihrungen der RiBwénde stattfinden
k&nnen. Dieses Verhalten 1&Bt darauf schlieBen, daB im Falle
fliissigkeitsgefiillter Risse die Flissigkeit viskos von den Spit-
zen aus fortstrdmen wird (Abb. 20), wenn auch die niedrigeren
Spannungen seismischer Wellen und der mittlere Gegendruck der
eingeschlossenen Flissigkeit zu deutlich geringeren Deformatio-
nen der Risse filhren diirften. Fiir diese Relaxation sind bisher

noch keine quantitativen Untersuchungen durchgefiihrt worden.

Fiir teilweise gesittigte Risse fanden Mavko und Nur (1979) je-
doch eine sehr hohe Absorption, die dadurch hervorgerufen wird,
daB die Fliissigkeitstropfen je nach Porendeformation inkompres-
sibel in den noch trockenen Porenraum hineinstromen k&nnen. Ein
solches Modell ist jedoch nicht auf partielle Schmelze anwend-
bar, da hierbei nicht mit einer Gasphase in den Porenrdumen ge-

rechnet werden kann. y

Eine weitere Mdglichkeit
fiir Relaxation durch
Flissigkeitsstrdmung
diskutieren Johnston
et al. (1979). In ih-
rem Ansatz stromt beil

duBerer Belastung die

Abb. 21: Fliissigkeitsstrdmung zwischen RiB

Fliissigkeit i
Stgkelt aus einem und sphirischer Pore (Johnston et al.,1979)



dinnen RiB mit dem Querverhdltnis « in eine benachbarte sphdri-

sche Pore (Abb.21). Mit £ =RiBvolumen/Porenvolumen und Kf=Kom—
pressionsmodul der Fliissigkeit geben sie die Relaxationsfrequenz
an zu
2
I Kf(1+§)
w = (3.2.27)

81
Im Unterschied zur Scherrelaxation tritt hier o im Quadrat auf,
wodurch bei kleinem &¢ eine deutlich niedrigere Relaxationsfre-
£ fir Basaltschmelze von 0.2Mb {Stol-
per et al., 1981) und n =1000 Pa s werden seismische Frequenzen

fiir ®* < 1072 erreicht.

quenz resultiert. Flir ein K

Die obigen Relaxationsmechanismen gingen von isolierten Schmelz-
inklusionen aus. Im allgemeinen werden bei einer &duBeren Scher-
spannung verschieden orientierte Inklusionen, auch wenn sie von
gleicher Geometrie sind, unterschiedliche Innendriicke haben. Ste-
hen die Poren nun miteinander in Verbindung, so kdnnen sich die-
se Porendricke durch viskosen Flissigkeitstransport zwischen den
Inklusionen ausgleichen. Dieser Mechanismus wurde zuerst von
Mavko und Nur (1975) diskutiert und bildet die Grundlage weite-
rer Modelle von O'Connell und Budiansky (1977) und Mavko (1980).

Mavko und Nur (1975) entwik-
kelten das "melt squirt" -
Modell (Abb. 22) fir flache

"penny"~fdrmige Inklusionen,

um post-seismische Deforma- _/>
tionen mit Zeitkonstanten L e
von 3-5 Jahren zu erkldren.

In diesem Modell wird bei ei- X

ner makroskopisch angelegten

Scherspannung in den Inklusio-

nen senkrecht zur maximalen Abb. 22: "Melt squirt"-Modell
Druckspannung eine starke Kom- von Mavko und Nur (1975).
pression erzeugt, wdhrend in
den Inklusionen senkrecht zur
minimalen Druckspannung eine starke Dilatation auftritt. Stehen
die Inklusionen miteinander in Verbindung, so ist ein Druckaus-
gleich durch viskosen Fllissigkeitstransport mdglich, der dann

zur Relaxation flihrt.



O'Connell und Budiansky (1977) behandeln diesen Mechanismus quan-
titativ flr unendlich diinne Risse, indem sie zunichst Gleichungen
fir die effektiven unrelaxierten ("saturated isolated") und fiir
die relaxierten Moduli ("saturated isobaric") aufstellen und die-
se dann verallgemeinern filir den Fall harmonischer Spannungs- und
Dehnungsvariationen. Sie diskutieren mdgliche Ansitze zur Bestim-
mung der Relaxationsfrequenz fiir Fliissigkeitsstrdmung zwischen
flachen Inklusionen und geben als Abschidtzung an:

3
W " Keff o
1 f (3.2.28)

mit Keff=effektiver Kompressionsmodul. Wegen der dritten Potenz

des Querverhdltnisses liegt die Relaxationsfrequenz bei typischen
2 3

Schmelzviskositaten {(1-1000 Pa s) schon fiir ag<110— - 10 ° im

seismischen Frequenzbereich.

<|<i

Frequency Ratio w/w,

Abb. 23: Elastische Wellengeschwindigkeiten und seis-
misches Q-1 fiir Relaxation durch Flissigkeitstransport

zwischen flachen Inklusionen.Frequenz ist mit der Re-
laxationsfrequenz normiert. (Aus: O'Connell und Budi-
ansky, 1977)

Die aus der viskoelastischen selbst-konsistenten Theorie folgen-
den frequenzabhidngigen seismischen Geschwindigkeiten und das
seismigche Q;;i (vgl. (3.1.40)) sind in Abb. 23 dargestellt. Die
Frequenz ist auf die Relaxationsfrequenz lﬂ? normiert und £ =
a’/v ist wieder die RiBhiufigkeitsdichte. Da O'Connell und Bu-
diansky die viskose Scherrelaxation gegeniiberliegender RiBwinde

mit berlicksichtigen, die im abgebildeten Frequenzbereich schon



vollstdndig erfolgt ist, streben die Moduli bzw. Geschwindig-
keiten fiir hohe Frequenzen nicht gegen die unrelaxierten, son-
dern gegen die relaxierten Werte bzgl. der viskosen Scherrela-
xation. Die Verschiebung der Maxima in Q—1 bei zunehmendem ¢ zu
niedrigen Frequenzen hin, also die Abweichung vom Verhalten ei-
nes linearen Standard-Kdrpers, ist wieder durch die selbst-kon-
sistente Approximation begriindet. Zieht man die fir Polykri-
stalle typischen Korngrenzfldchendichten (Tab. 1) in Betracht,
so wird deutlich, wie effektiv der in Abb. 23 dargestellte Re-
laxationsmechanismus sein kann, wenn mit fldchenbenetzender

Schmelze gerechnet werden muB.

Da es jedoch auch Hinweise darauf gibt, daB partielle Schmelze
in Form von Kanilen ldngs Kornkanten verteilt sein kann (Waff
und Bulau, 1979), erstellte Mavko (1980) ein Modell flir Elasti-
zitdt und Absorption fir
eine solche Schmelzgeo-
metrie (Abb. 24). Hier-
zu stellte er Gleichun-
gen flir die effektiven
relaxierten und unrela-
xierten Moduli fir ein
Medium mit Kandlen ge-
maBl Abb. 24 auf und
gschdtzte ein maximales
0”1 durch die Relaxa-
tionsstdrke ab. Rela-
xation ergibt sich auch

hier dadurch, daB Flis-

sigkeit aus Kandlen senk-

recht zur maximalen Kom- b

pression in Kandle senk- Abb. 24: Schmelzgeometrie im Mo-
recht zur minimalen Kom~- dell von Mavko (1980).
pression strdomt. In Abb.
25 sind als Ergebnis die seismischen Wellengeschwindigkeiten
und die halben Relaxationsstirken in Abhdngigkeit von der
Schmelzkonzentration dargestellt. Die Jjeweils oberste Kurve
gilt filir die unrelaxierten Werte. Mavko berlicksichtigte zu-

sdtzlich zur Relaxation durch Strdmung (mit "squirt" bezeich-
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Abb. 25: Seismische Wellengeschwindigkeiten und hal-
be Relaxationsstdrken flir das Schmelzmodell von Mav-
ko (1980) mit € =0 (vgl. Abb. 24). Daten gelten fiir
Olivin bei 20 kb und 1600K. (Aus: Mavko, 1980)

net) den Effekt durch Phasenumwandlungen (mit "phase change",
p.c. bezeichnet), der hauptsdchlich beim Kompressionsmodul an

Bedeutung gewinnt.

Mavko findet als Relaxationsfrequenz fiir die Strdmungsrelaxa-

tion in spitz zulaufenden Kandlen ( € =0, vgl. Abb. 24):

gTrKf (R} 2

w = I
° 20n \4/

(3.2.29)

=K-Modul flir Schmelze, R: siehe Abb. 24, d=Linge der Ka-

4 = 1Oﬂ3 ist es moglich, daB Wy in seismi-

mit Kf
nile. Mit R/d < 10

sche Frequenzbereiche zu liegen kommt.
g

Welche der beschriebenen Relaxationsmechanismen durch Fliissig-
keitsstrdmung nun bei partieller Schmelze und seismischen Fre-
quenzen wichtig sein k&nnen, hidngt von den Relaxationsfrequen-
zen und -stdrken ab. Bevor die Strdmung zwischen den Inklusio-
nen ("melt squirt") in die Diskussion kam, erkldrte man die Ab-
sorption in der low-velocity-Zone mit viskoser Scherrelaxation
isolierter Risse, wozu man hohe Schmelzviskositdten (106 - 107
Pa:s) bendtigte (Nur, 1971; Solomon, 1972). Auch Mavko und Nur
(1975) ordneten dem neu aufgestellten "melt squirt"-Modell we-
gen der angenommenen hohen Viskosititen noch Relaxationszeiten
von Jahren zu. Untersuchungen von Kushiro et al. (1976), Kushi-

ro (1977) u. a. zeigen jedoch, daB die Viskosititen der meisten
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Abb.26: Links: Druckabhdngigkeit der Viskositdt verschiedener syn-
thetischer Silikatschmelzen und einer natiirlichen (gestrichelt).
Rechts: Temperaturabhingigkeit der Viskositit verschiedener syn-
thetischer und natiirlicher Silikatschmelzen bei 1 atm (bis auf die
CL-Andesit-Kurve bei 5 kb). Filir die genauen Beschreibungen der Kur-
ven sei auf Kushiro (1977) verwiesen. (Beide Abbildungen aus :
Kushiro, 1977).

Silikatschmelzen zwischen 1 - 1000 Pa-s liegen und auBerdem mit
dem Druck noch abnehmen. Abb. 26 zeigt die Druck- und Temperatur-
abhdngigkeit verschiedener Schmelzen nach Kushiro (1977) (1 Pa-s
= 10 poise). Erst diese niedrigen Viskosititen fiihrten dazu, daB
die Relaxation durch Strémung zwischen Inklusionen als mdglicher
Absorptionsmechanismus in die Diskussion kam (O'Connell und Bu-
diansky, 1977; Mavko, 1980; Shankland et al., 1981).

In Abb. 27 sind schlieBlich noch einmal die Relaxationsfrequen-
zen der verschiedenen Modelle in Diagrammen mit der Viskositit

als Ordinate und dem Querverhiltnis « bzw. 2R/d als Abszisse
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Abb. 27: Linien gleicher Relaxationsfrequenz in Ab-
hdngigkeit vom Logarithmus der Viskositdt (1Pa-s =
10poise) und dem Querverhdltnis (bzw. von 2R/d fir
Kandle). Die Zahlen an den Linien geben log £ mit £
in Hz an. Oben: Viskose Scherrelaxation, £=1/( ZW)ocu/
Mitte: Rplaxatlon durch Flissigkeitsstrdmung zw1schen
Filmen, f=(1/27)Ke¥n ; Unten: Relaxation durch Fliis-
sigkeitsstrbmung zwischen Kandlen, f£=Kg/ (4017 )(R/d)?.
Fiir die Moduli wurde angenommen: K=0.66 Mb, p=0.4 Mb,
Kf=0.2 Mb,

dargestellt.Die Bereiche seismisch interessanter Frequenzen sind

markiert.

Dampfung durch Phasenilbergdnge: Da in dieser Arbeit das Schwerge-

wicht auf den mechanischen Auswirkungen von Schmelze auf die Ela-

stizitdt und Anelastizitdt liegt, wird die Absorption durch Pha-

senibergdnge und thermoelastische Prozesse nicht weiter behandelt.

Es sei daher auf die Ubersichtsartikel von Jackson und Anderson

und Mavko et al. (1979) verwiesen.
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Es spllte jedoch trotzdem erwdhnt werden, daB die Absorption durch
Phaseniiberginge flir kompressive Deformationen durchaus eine wich-~
tige Rolle spielen kann. So ergeben sich aus unterschiedlichen
Abschitzungen und Berechnungen kompressive Relaxationsstdrken
zwischen 0.1 und 1 (Vaignys, 1968; Kjartansson, 1979; Mavko, 1980).
Charakteristische Frequenzen sind schwierig abzuschdtzen, sie er-
3 -2

und 210 Hz.

SchlieBlich sollte noch auf eine Abhdngigkeit von der Schmelz-

geben sich bei Vai¥nys (1968) zu etwa 2-10°

geometrie hingewiesen werden: fiir flache Schmelzinklusionen er-
geben sich auf Grund des hdheren Drucks in den Inklusionen bei
juBerer Kompression grdfere Relaxationsstdrken verglichen mit
mehr kompakten Inklusionen (Walsh, 1973; Mavko, 1980).

Zusammenfassung der Kapitel 3.2.1. und 3.2.2.

In Kap. 3.2.1. wird, ausgehend von beliebigen flilssig-festen
Zweiphasensystemen ein Literaturiiberblick ilber die elastischen
Eigenschaften solcher Systeme gegeben. Hierbei werden zundchst
flir die effektiven Moduli obere und untere Schranken, speziell
die Reuss~- und Voigt~, und die Hashin-Shtrikman - (HS)-Grenzen
besprochen. Es folgen verdffentlichte Formeln fiir die elasti-
schen Moduli bei speziellen Geometrien der flissigen Phase, spe-
ziell fiir kugel- und "penny"-fdrmige Inklusionen. Zur Berick-
sichtigung grdBerer Konzentrationen der fliissigen Phase wird

das selbst-konsistente Schema (SCS) eingefiihrt und die selbst-
konsistenten Formen der Gleichungen fir kugel- und "penny"-
férmige Inklusionen angegeben.

Hashin (1968) entwickelte ein generalisiertes SCS, welches kurz
besprochen wird. Es wird auf einen Zusammenhang zwischen den HS-
Grenzen, der "composite sphere assemblage” und dem SCS hingewie-
sen. Es wird dann das selbst-konsistente RiBmodell von O'Connell
und Budiansky (1974; 1977) diskutiert und die Formeln mit einer
Verbesserung von Mavko (1980) angegeben. Die weitgehende'Aqui—
valenz zwischen einem RiB~Modell mit verteilten Querverhdltnis-
sen und einem mit einem einzigenreprdsentativen Querverhdltnis
wird diskutiert. Flir den Fall, daB die Schmelze sich in Form
von Kandlen lings Kornkanten verteilt, entwickelte Mavko (1980)
ein elastisches Modell, das hier einschlieBlich des Formelsatzes

eingefiihrt wird. Anhand des Kanalmodells wird noch einmal die



Auswirkung des SCS auf die Moduli und Relaxationsstdrken ver-
deutlicht. Am Ende von Kap. 3.2.1. werden schlieBlich die selbst-
konsistenten elastischen Moduli des Kugel-, Kanal- und Filmmo-
dells dargestellt und verglichen. Es wird auBerdem filir uniforme
Verteilungen von Filmguerverhdltnissen « bzgl. log&« eine ein-

fache Formel filir ein reprédsentatives Querverhdltnis gegeben.

In Kap. 3.2.2. wird ein Literaturilberblick iiber die Dimpfungsme-
chanismen flir flissig-feste Zweiphasensysteme gegeben. Zunichst
wird die Biot-Theorie vorgestellt. Durch eine Abschitzung wird
festgestellt, daB Ddmpfung nach Biot fir partiell geschmolzenes
Gestein vernachldssigbar ist. Es folgt eine Zusammenstellung von
Modellen Uber die viskose Scherrelaxation fir flissigkeitsgefill-
te Risse (K&, 1947; Zener, 1941; 1948; Walsh, 1968; O'Connell
und Budiansky, 1977).

Es wird der sich ergebenden hohen Relaxationsstidrke bei vollkom-
mener Scherspannungsfreiheit der Korngrenzfldchen Beachtung ge-
schenkt, jedoch auf eine mdgliche Verhinderung einer vollst&ndi-
gen Relaxation durch Unregelm&dBigkeiten oder nicht plane RiBfl&-
chen hingewiesen. Das frequenzabhdngige Q fiir Scherrelaxation
von O'Connell und Budiansky (1977) wird dargestellt und disku-
tiert. Als weiterer Mechanismus wird Fliissigkeitsstrdmung inner-
halb von Inklusionen in Erwdgung gezogen (Mavko und Nur, 1978;
Johnston et al., 1979).

SchlieBlich wird das "melt squirt"-Modell von Mavko und Nur
(1975) vorgestellt und seine Weiterentwicklung fiir Schmelz-
filme von O'Connell und Budiansky (1977) und filir Kandle von Mav-
ko (1980) diskutiert. Am Ende von Kap. 3.2.2. werden mit Hilfe
von verdffentlichten Schmelzviskositdten Abschitzungen iiber Re-
laxationsfrequenzen der einzelnen Mechanismen durchgefiihrt und
dargestellt.

Im letzten Abschnitt wird schliefilich noch die Absorption bei

Phaseniibergdngen erwdhnt.



Moduli und Relaxationsstdrken bei ellipsoidf&rmigen Inklusionen

Wie in Kap. 3.2.1. erwdhnt, gelten die Elastizitdtsmodelle fiir
Schmelzfilme (O'Connell und Budiansky, 1977; Walsh, 1969) nur

fir extrem kleine Querverhiltnisse. Andererseits ist es frag-

lich, ob sich dinne Schmelzfilme tatsichlich in Form von idea-
len flachen ellipsoidférmigen Inklusionen ausbilden. Fiihren Un-
regelmdBigkeiten eines Filmes dazu, daB z.B. unter hydrostati-
schem Umgebungsdruck die Filmflichen sich teilweise berilihren,

so ist mit einem gréBeren effektiven Querverhdltnis zu rechnen.
Wie man leicht feststellen kann, versagt das O'Connell-Budians-
ky-Modell filir Querverh&dltnisse um 0.1, fiir &> 0.2 sind die Mo-

dulabfédlle schon schwicher als fiir kugelfdrmige Inklusionen.

Fir das rein elastische Problem, also nicht im Hinblick auf Re-
laxation, liegen L&sungen fiir sphdroidfdrmige Inklusionen {(al-
so mit den Halbachsen a=b#c) von Wu (1966) unter Beriicksichti-
gung des SCS, von Kuster und Toksdz (1974) ohne SCS aus einem
Ansatz fir Streuung elastischer Wellen und von Korringa et al.
(1979) aus einem modifizierten SCS vor. Fir flache,ellipsenfCr-
mige Inklusionen (a%*b3 c) konnten O'Connell und Budiansky (1974)
eine Aquivalenz mit kreisférmigen Rissen Zzeigen. Danach sind el-
lipsenfdrmige Risse mit der Fliche A und dem Umfang P durch

kreisfdrmige mit dem Radius a' zu ersetzen, entsprechend

a' = 2 A/P (3.3.1)

Es wird im folgenden ein Modell aufgestellt, aus dem relaxierte
und unrelaxierte Moduli, also auch Relaxationsstirken fiir ellip-
soidfdrmige Inklusionen (a» b>c) folgen. Es wird dann Uberprift,
Ob eine Bezeihung wie (3.3.1 ) auch fiir endliche Inklusionsdicken
gilEs

Die Bestimmung der Moduli erfolgt in Anlehnung an den Ansatz von
Mavko (1980). In diesem Ansatz werden die effektiven Moduli in
Abhdngigkeit der Inklusionswandverschiebungen bei HuBerer Bela-
stung dargestellt. Es wird dann der Zusammenhang zwischen der
Gassmannrelation und dem SCS fiir den gesidttigten K-Modul be-
leuchtet. Die Berechnung der Verschiebungen erfolgt mit Hilfe

der LOsungen von Eshelby (1957) fir ellipsoidfdrmige Inklusionen.

Zur Bestimmung der Moduli kann das Betti-Rayleigh~Reziproktheo-



rem (1872 von E. Betti aufgestellt, siehe z. B. Love, 1907, Sei-
te 205) herangezogen werden. Es verknupft die an einem K&rper
angreifenden Krifte pro Fliche p= C&j-ﬁ (n Flichennormalenvektor)
und die Verschiebungen U zweier moglicher unterschiedlicher
Gleichgewichtszustdnde. Wenn 4, durch ET und u

1 2
wird, dann gilt fiir die Integrale iber die gesamte Oberfliche:

durch 52 erzeugt

J P, U, dF = S p, u, dF (3.3.2 )
F

Abb. 28: Zur Anwendung des Reziproktheorems, Kompression (siehe
Text) .

Flir einen Kdrper mit dem Volumen V, der N Inklusionen enthdlt,
findet man Kd' den effektiven K-Modul bei trockenen Inlusionen,
indem man die beiden Zustdnde 1) und 2) (Abb. 28) betrachtet.
1) stellt den effektiven Fall spannungsfreier trockener Poren
unter hydrostatischem duferem Druck 'gp %a mit der Porenwand-
verschiebung du dar. Bei 2) wird zus#tzlich auf die Porenwin-
de der Druck gp %i ausgeilibt; der Ko&rper verhdlt sich dann so,
als hdtte er keine Poren. Das Reziproktheorem lautet dann mit
Fa=éu8ere Oberfliche, fi=i—te Inklusionsoberflédche, <53, §§5=
Verschiebungen der &duBeren Berandung, <§ﬁ, 560=Verschiebungen

der Inklusionswinde
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Die Summe %;3 geht lber alle N Inklusionen. ﬁa zeigt auf der
duBeren Berandung nach auBen, ﬁi auf den Inklusionswdnden nach
innen. Kompression hat dann ein negatives Vorzeichen. Man kann

Kd Uber die spezifische Dehnungsenergie definieren:

11 1 Sp
W=————§<§pn §V aF =: — <Sp e (3.3.4 )
2 Vg 2 Kq
a
11 Aoca . A
und mit 5T é ép n, gvo dr = (1/2) ap ( ép/Kb) erhdlt man
a
11 il R
s @ o - Z g du n, dF (3.3.5 )
Ry K, &pv i=1

Wenn man beriicksichtigt, daB das mit Minus versehene Integral in
(3.3.5 } die Volumendnderung einer Pore beschreibt, dann kann man
mit C)éi als relativer Volumenidnderung der i-ten trockenen Pore

mit dem Volumen Vi oder @ti = G)éi/gp als einer Art scheinbarer

Kompressibilitdt einer trockenen Pore schreiben:

N
1 1 1 1 <
e [ i g == 2 By v
Kd K ép Voooi=1 Ko vVooi=1

(3.3.6 )

Zur Bestimmung des Schermoduls bei trockenen Inklusionen ud be-
lastet man in den beiden Zustdnden 1) und 2) (Abb. 29) den Kdr-

per mit der reinen Scherspannung

1 0 o\
N - |5
T,=H,| 01 o Sp (3.3.7 )
0 0 0

Im Fall 2) legt man die gleiche Spannung Ti mit dem entsprechen-
A

den ﬁi auch an die Porenwdnde an. 1) stellt den effektiven Kor-

per dar, 2) verhdlt sich wie der ungestdrte Kdrper mit e Das

Reziproktheorem lautet

g"'féi‘?df‘:g?féiid}?ir
a O a
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Abb. 29: Zur Anwendung des Reziproktheorems, Scherung (siehe
Text) .

Analog zu (3.3.4 ) definiert man by mit
ép

dp — (3.3.9 )
By

R

[ el
W=_,_B Taév drF =
F

und schlieBlich erhdlt man

1 1 1 N
, - N j T, 81 aF (3.3.10)
szv i=1 -
i

Der Integrand wird im allgemeinen negativ sein, da ?i und <§E
entgegengesetzt gerichtet sind. Im Integranden steht, zur Erin-
nerung, das Skalarprodukt zwischen der Porenwandverschiebung §a
der Abb. 29 links und den hypothetischen Spannungen ﬁi an den
Porenwanden in Abb. 29 rechts. Mit kg ist auch auf Grund der
Spannungsfreiheit der Porenwdnde der gesdttigte Schermodul g

fir den relaxierten Fall, also B =H. gegeben (vgl. Kap. 3.2.1.).

Beim unrelaxierten Schermodul geht man davon aus, daB kein Flis-
sigkeitstransport zwischen den Inklusionen erfolgt. Es gilt al-
so, den Schermodul flir fllssigkeitsgefiillte, isolierte Inklu-
sionen zu bestimmen. Hierzu bieten sich die beiden Spannungs-
zustdnde in Abb. 29 an mit der zusidtzlichen A?nahme, ein fir je-
de Pore individueller Flissigkeitsdruck 5ppi ﬁi (je nach Form

und Orientierung unterschiedlich) sei an die Porenwédnde links



angelegt,wodurch die 8T leicht verdndert sind. Fir diesen Fall

gilt das Reziproktheorem:

(3.3.11)

Der gesdttigte Schermodul e in diesem Fall unrelaxiert, also
He=H,,wird analog zu (3.3.9) definiert. Im zweiten Term kann

éppi aus dem Integral herausgezogen werden. Das Integral stellt
dann die Volumendnderung der Inklusionsbereiche dar, wdren sie
mit e KO—Material angefillt. Beli dufilerer reiner Scherung ist

diese Volumendnderung jedoch identisch null. Man erhdlt also:

> J( T, o0d aF (3.3.12)
. fi

Bevor nun die Bestimmungsformel flir den gesdttigten K-Modul her-
geleitet wird, sei schon darauf hingewiesen, daB das SCS fir
{3.3.6), (3.3.10) und (3.3.12) Anwendung finden kann, indem man
das jeweillige 54 bzw. @t fliir eine reprdsentative Inklusion be-
rechnet, die als in ein von auBen belastetes, homogenes Medium
mit den 2zu berechnenden effektiven Moduli eingebettet angenom-
men wird. Hierdurch wird (3.3.6) mit (3.3.10) gekoppelt, (3.3.12)
ist ebenfalls simultan mit dem noch zu bestimmenden, gesé&ttigten

bzw. unrelaxierten KszKu zu l1lOsen.

Man kann nun den K-Modul filir gesdttigtes Gestein mit Hilfe von
Kd iber die Gassmannrelation bestimmen. Diesen Weg wahlte Mavko

{(1980) . Alternativ bietet sich das Reziproktheorem an.

Es soll nun hierbei davon ausgegangen werden, daB das zur Bestim-
mung von Kd erforderliche Qti als funktionaler Zusammenhang be-
kannt ist in Abhdngigkeit vom Einbettungsmedium, also ()ti =

Gti(K,u). Enthdlt das Material nun in den Inklusionen eine Flis-

sigkeit mit dem K-Modul K so wird sich unter hydrostatischem

fl
duBerem Druck unter der Voraussetzung, daB keine Flilissigkeit aus
den Poren entweicht, ein Innendruck Sppi in der i-ten Pore ein-

stellen. Legt man in Abb. 28 links an die Porenwdnde diesen In-



A
nendruck <§ppi ni an, so erhdlt man ein unterschiedliches éﬁ

oder @i # (;. Das Reziproktheorem lautet dann:

N : N
A A ~ 5 . n
Sp n &V ar +§ Sp_. 5.88 ar=\dp 7 8% ar +§ Sp 2.9 ar
a o — pi Yi” o a s i
i=1 i=1
P & F £
a i a 8

(3.3.13)

Definiert man den gesdttigten K-Modul KS analog zu (3.3.4), so

erhdalt man

1 1 3 g
—_—= O v, + g .ﬁ.ﬁ dr
K K, é Z B dp2 VZ-— e

S i=1

(3.3.14)

ép i ist in der i-ten Inklusion konstant und kann vor das Inte-
A

gral gezogen werden. éAéu ﬁi dr stellt die Volumendnderung

i
einer Pore fiir den Fall dar, die Pore wire mit KowMaterial ge-

fUllt. Es gilt also:

(e S $ 1 N
prpi néu dF= 5p V.ir—ép 1 _T_*a__§7"£ppl v

S Lo
f =1 o P Kova_l
i

Sp V1.1

(3.3.15)

Man hat also zwel Gr&fen @§ und gppi zu bestimmen. Sie hdngen

zusammen mit:

K (3.3.16)

Um eine zweite Bedingung zu erhalten, kann man wieder vom Zu-—
stand in Abb. 28 links, zusdtzlich mit den Imrlendrllic:kend(pp:L
belastet, ausgehen. Greift man eine Pore 7j heraus und setzt ih-
ren Innendruck auf Null, so erhidlt man fiir sie die relative Vo-
lumenédnderung (3éj fir eine trockene Pore, die als bekannt an-
genommen wurde. Da die Nachbarporen gesdttigt sind, ist fir das
effektive Medium bei der Bestimmung von C) (K B} K=K_, w=p_ zu
setzen. Erhoht man in dieser Pore nun den Innendruck auf 5p, SO
erfdhrt die Pore genau die Volumenanderung()pj, die ein entspre-
chendes Volumen in einem vollstdndig effektiven Medium mit Kgr

b bei duBerem hydrostatischem Druck <§p erfahren wilirde. Dieses
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C>éj ist dann gegeben durch T
O, = 5p/K . Nimmt man bei die- !

pJ s Q,
ser Variation wvon (5ppj lineare

Elastizitdt an, so kann der Zu-

sammenhang zwischen @j und gppj GP'

G cimer e bama

! > Sp'
0 p Py

durch eine Gerade dargestellt /
werden (Abb. 30). Die Gleichung

flir diese Gerade lautet:
Abb. 30: siehe Text.

0. - B
Sp . = QEQ~————J- Sp (3.3.17)

P ey - B

Ersetzt man das @éj wie angegeben, so erhdlt man mit (3.3.16):

0y Op
op_, = ————3 -
Pl 0L~ Gp/r) + Sp/Ky)
@}cj cgp 1
0y =
J v . (3:3.18)
04 (Ap/KS)+(ép/Kf) Kg
Hieraus ergibt sich fiir KS:
/ N
_1__ 1 4 1 /1 Ty Y:“ Gki(Ks’us) vi
- le 3 | £
Ky Ko VAKe K 905 Opy (Koo )+ (1/Kg) = (1/K,)
(3.3.19)

(3.3.19) stellt im Prinzip die selbst-konsistente Approximation
der Gassmannrelation dar. Im Unterschied zur Gassmannrelation
(3.2.14) brauchen fir (3.3.19) die Porendriicke nicht notwendi-
gerweise einheitlich zu sein. Dies kann flir den unrelaxierten
Fall oder bei isolierten Poren unterschiedlicher Geometrie von
Bedeutung sein. Im relaxierten Fall bei unterschiedlicher Poren-
geometrie ist es dagegen ratsam, Gebrauch von der Gassmannrela-
tion anstelle (3.3.19) zu machen, da dadurch ein konstanter In-
nendruck beriicksichtigt werden kann. Flir geometrisch &hnliche
Inklusionen kann man fiir (3.3.19) schreiben:

1 1 A

1
—_ [ — = — / (3.3.20)
K, Ke K [ 1+ 0L (Rg,n,) (1/K=1/K])

1
K
s



Es sei exrinnert, dal Gt fir eine trockene Pore berechnet wer-

den muBl, die in einem gesdttigten effektiven Medium mit KS, He

eingebettet angenommen wird.

Zum Vergleich mit der Gassmannrelation (3.2.14) wird das effek-
tive Kd in einer zu (3.3.6) &hnlichen Form dargestellt: T/Kd=
1/K0+ @tﬁ>,wobe1 filir @t gendB dem SCS Gt(Kd,ud) gesetzt wer-
den muB. Mit diesem K. kann man die Gassmannrelation auf folgen-

d
de Form bringen:

[ 1

| — -

\ /5

1
§71}1+ 0 (K., n.) (1/K.~1/K)
\ T f o) : o a’~d £ o

1 1
_— —_— (3.3.21)
Ks Ko

Man erkennt die Ubereinstimmung mit (3.3.20), falls fir beide
Gleichungen das SCS fallengelassen wird. Mit dem SCS unterschei-
det sich (3.3.20) durch das Produkt im Nenner von der Gass-
mannrelation. Die Unterschiede in den beiden Faktoren haben dabei
entgegengesetzte Richtung: @;1(Kd,ud) % @—Q(Ks,us), (T/Kf -
1/KO) > (1/Kf - 1/KS) fiir KO> KS> Kd' us> bys KO> Kf.

Wie beschrieben, bestimmt Mavko (1980) den unrelaxierten K-Mo-
dul indem er ein Ké mit @t(Ku,uu) berechnet und dieses in die
Gassmannrelation einsetzt. Bezogen auf Gleichung (3.3.20) be-
deutet das, daB zwar das @t mit dem in (3.3.20) {ibereinstimmt,

statt dem 1/KS jedoch gemdB (3.3.21) 1/Ko gesetzt wird, wie es

die Gassmannrelation fordert.

Es wurden probehalber einmal die Gleichungen fiir das Mavkomodell
(3.2....: 13, 15, 16, 17, 19, 20) mit der Gassmannrelation (3.
2.14) bzw. (3.2.18) und mit (3.3.20) jeweils fiir KS=Kr und KS=Ku
durchgerechnet. Die maximal aufgetretene Differenz zwischen bei-

den Ansdtzen betrug 1.5% bezogen auf KO.

Man kann sich aus den selbst-konsistenten Gleichungen (3.2.5)
fir kugelfdrmige Inklusionen {(Budiansky, 1965) unter der Annah-
me trockener Kugeln (K1=u1=0) die Funktion @t(K,u) herleiten.
Hiermit 188t sich dann leicht die Identitdt von (3.3.20) mit

Budianskys Formel unter der Annahme von K1=Kf,

Bringt man die selbst-konsistente Gleichung (3.2.7) fir K von

u1=0 feststellen.

O'Connell und Budiansky (1977) (mit der Modifizierung von Mavko,
1980 ) bzw. die dquivalente Form aus Walsh's (1969) Anhang auf



eine mit (3.3.20) vergleichbare Form, so stellt man interessan-
terweise fest, daB der Term im Nenner 1/Ks in (3.3.20) bzw. 1/KO

in (3.3.21) der Gassmannrelation, iberhaupt nicht erscheint.

Mit Hilfe der Gleichungen (3.3.6), (3.3.10), (3.3.12) und (3.3.
19) bzw. der Gassmannrelation kénnen nun die effektiven Moduli
berechnet werden, wenn man die Porenwandverschiebungen unter
duBerer Belastung kennt. Dies kann man fir ellipsoidfdrmige In-
klusionen mit Hilfe des von Eshelby (1957) beschriebenen L&sungs-
weges machen. Da Eshelbys Ergebnisse hdufig in der Literatur
herangezogen werden, soll hier das Prinzip seines Verfahrens

erliutert werden.

Eshelby fihrt das Problem einer eingelagerten Inhomogenitdt auf
das einer Transformation einer Inklusion zurilick: eine bestimmte
Region (=Inklusion) eines homogenen Materials erfdhrt eine Form-
und Spannungsdnderung, z.B. durch Umkristallisation. Hieraus
folgt ein Spannungs- und Dehnungsfeld in der und um die Inklu-
sion. Man kann einen solchen Prozef in verschiedene gedankliche

Schritte unterteilen:

1) Das Material mit den Moduli K, p ist ungestdrt und homogen.

2) HerauslOsen der zuklinftigen Inklusion.

3} Durchfilhren einer spannungsfreien Transformation egj, uniform
in der Inklusion. .

4) Anlegen einer &duBeren Spannung an die Inklusion—WSEj n, die
die Formveridnderung riickgdngig machen soll. Jetzt herrscht in
der Inklusion die Spannung—{igj.

5) Einsetzen und verschweifien der Inklusion in die Matrix. Jetzt
ist die Matrix spannungsfrei, die Inklusion wird nun als deh-
nungsfrei definiert.

6) Anlegen eines Satzes von Krdften an die Inklusionsoberfldche
+(3§j %, der die in 4) angelegte Spannung aufheben soll. Hier-
aus folgt der von duBeren Krdften freie Endzustand mit der
Dehnung eij innen und aufen und der Spannung Gij = (SEj in-
nen und ng auBen.

Eshelby 1&st das Problem 6), indem er die Ldsung von Love (1907)

flir Verschiebungen, resultierend aus einer in einem homogenen

Medium wirkenden Punktkraft, heranzieht. Bei der Integration die-

ser Krdfte + sz n iiber eine Ellipsoidoberflédche stellt sich dann



heraus, daB die Dehnung ezj im Innern des Ellipsoids uniform ist.
Zwischen ezj und dem resultierenden eij findet Eshelby den Zusam-

menhang:

= & aF (3.3.22)

o€

ij ijkl k1
wobeil Sijkl die Poissonkonstante, die drei Halbachsen des Ellipso-
ids und im allgemeinen Fall elliptische Integrale erster und zwei-
ter Art enthdlt.

Auf der Konstanz der Inklusionsdehnung beruht nun die M®&glichkeit,
das Problem der Transformation einer Inklusion, bestehend aus dem
gleichen Material K, p wie die Matrix, auf den Fall einer eingela-

gerten Inhomogenit&dt unterschiedlichen Materials mit K, und by zu

1
erweitern. Uberlagert man, nachdem das Problem bis Punkt 6) geldst
ist, dem ganzen System eine uniforme Dehnung e?j, die also im Un-

endlichen einer &duBeren Spannung

a  _ _ 2 a . ¢ a

Gij = (K 3 u)ekk Oij + 2p iy (3.3.23)
{mit éij=Kronecker—Delta, es gilt hier die Summationskonvention)
entsprechen wirde, so kann man fiir den Dehnungs- und Spannungs-

zustand in der transformierten Inklusion schreiben:

I . e a

iy T €349 T G5 (3.3.24)
I 2 a t

= = - 2 -
iy = &~ 4 W) (el ve kk kk) 5 *2ule j+eij i) (3.3.25)

Betrachtet man nun eine Inklusion des Materials K1, oy die die
Dehnung eij+e§j aufweist, so kann unter Wahrung des Spannungs-
und Dehnungsfeldes genau dann eine transformierte Inklusion des
Materials K, u durch eine neue mit K1 und b ersetzt werden, wenn
die Dehnung eij+e?j in der Inklusion die Spannung (3.3.25) hervor-
ruft. egj ist also so zu wihlen, daB gilt

Zu(ec.+e§.) =

2 c a
(Ry= 3bq) lepprery) 5ij'+ 1113715

o 2 c ..a _ o, c .a __t
(K= 3 u) (eg +eyp =y ) CSij + 2ulefsve ey y)
(3.3.26)

Ersetzt man eij mit Hilfe von (3.3.22), so stellt (3.3.26) also



eine Bedingung fir egj in Abhdngigkeit von der &duBeren Dehnung

v .. . t
(also auch duBeren Spannung) dar. Fiir die Scherkomponenten von eij
folgen aus (3.3.26) mit (3.3.22) jeweils eine Bestimmungsglei-
chung, flir die Komponenten e?1, e§2’ e§3 ergibt sich jedoch ein

Satz von drei simultan zu ldsenden Gleichungen.

Aus (3.3.26) folgt weiter, indem man die Terme e§.+e?. gemdf (3.

3.24) ersetzt, flr die Inklusionsdehnung eij:

et =1 K ot ¥ ol (. .~ =
ij 3 K—K1 kk  7ij W= ij 3

t 1t
e

Kk 9i3) (3.3.27)

FaBt man also die Vorgehensweise zusammen, dann erhilt man bei

duBerer Belastung Sij die uniforme Dehnung eij einer ellipsoid-
fOormigen Inklusion mit K1, u1, eingelagert in ein Medium mit XK,
Uy indem man mit Hilfe von (3.3.26) und (3.3.22) die Dehnung e?j
bestimmt, aus der dann mit (3.3.27) die Inklusionsdehnung folgt.
Der Tensor Sijkl und die Bestimmungsgleichungen {3.3.26) sind im
Anhang A gegeben. Aus diesen Inklusionsdehnungen scllen nun die

C o a : S ; ; :
Integrale fﬁ Ju Xp n dF und g_ 81 T dF und somit die effektiven
i i
Moduli gemdB (3.3.5), (3.3.10), (3.3.12) und (3.3.14) bestimmt

werden.

Wegen der auftretenden elliptischen Integrale ist eine analyti-
sche Bestimmung der Dehnung eij nicht mehr moglich. Auch die Be-
stimmung der Oberfldchenintegrale bei beliebig orientierten El-
lipsoiden diirfte mit Schwierigkeiten verbunden sein. Es wurde da-
her ein FORTRAN-Programm flir den Institutsrechner MINC geschrie-
ben, welches schematisch in Abb. 31 dargestellt ist. Der Gang der
Rechnung sei kurz beschrieben: Zur Berechnung eines effektiven
Moduls wird das Material, das eine beliebig orientierte Inklu-
sion enthdlt, von auBen durch Kompression bzw. reine Scherung be-
lastet. Aus dem Formelsatz, der in Anhang A gegeben ist, folgt
die Deformation der Inklusion, wobei die elliptischen Integrale
numerisch durch Romberg-Integration ermittelt werden. Die Haupt-
dehnungen von eij sind im allgemeinen, d.h., wenn die Richtungen
der duBeren Hauptspannungen nicht mit den Ellipsoidachsen iiber-
einstimmen, gegeniiber dem Hauptspannungssystem der &duBeren Bela-
stung gedreht. Daher werden zundchst die Eigenwerte und -vekto-
ren und somit das Hauptdehnungssystem von eij bestimmt. Durch In-
tegration der Dehnungen vom Mittelpunkt der Inklusion aus ldngs

Geraden parallel zu den Hauptdehnungsachsen erhdlt man dann sofort
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Relaxationsstirken i€ Gassmann:
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Abb. 31: Blockdiagramm zur numerischen Berechnung der relaxierten
(Kr’ ur), der unrelaxierten (Ku, uu) Moduli und der Relaxations-

starken flr ellipsoidférmige, flissigkeitsgefiillte Inklusionen.
Das SCS findet Anwendung.
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die Porenwandverschiebungen. Durch diese sind die Integranden
5ﬁ5p % bzw. o0 T gegeben. Das jeweils gesuchte Oberflichenin-
tegral wird mit Hilfe einer zweifachen Rombergintegration bestimmt.
Der gesamte Parameterraum aller mdglichen Orientierungen wird mit
der jeweiligen Berechnung von é. 5 dp i ar, fj ST T dF mdglichst
eng abgetastet und damit eine In%egration iiber Tsimtliche Orien-
tierungen durchgefiihrt. Die resultierenden gemittelten Integrale
liefern dann jeweils die effektiven Moduli. Dem SCS wird Rechnung
getragen, indem iterativ die effektiven Moduli Jjeweils wieder als
Matrixmoduli eingesetzt werden, wobei bei jeder Iteration der
Schermodul durch &duBere Scherung und der K-Modul durch dHuBere Kom-
pression ermittelt wird. Ist K1=Kf angesetzt, so ergeben sich, da
bei Scherung je nach Orientierung die unterschiedlichen Innendrik-
ke implizit berlicksichtigt sind, die unrelaxierten Moduli Ku’ s

u

Wird K1=0 gewdhlt, so ergeben sich K wobel bg=H,.- Kr wird

7 Koy
dann schlieBlich {iber die Gassmannre?atign bestimmt.
Das asymptotische Verhalten des Programms wurde anhand bekannter
Losungen scheiben-, nadel~- und kugelfdrmiger Inklusionen iUberpriift.
Hierbei lieBen sich dii Werte des Integrals f£~ d8 T dF fir ver-
schiedene Spannungen T, die z.B. von Budiansky und O'Connell
(1976) fir scheibenfdrmige Inklusionen und von Mavko (1980, Anhang)
fir Kandle angegeben wurden, mit maximal 0.5% Abweichung reprodu-
zieren. Diese Fehler diirften auf die mehrfache numerische Integra-
tion zurilckzufihren sein. Entkoppelt man die selbst-konsistenten
Gleichungen filir K und u, was wegen des deutlich schwicheren Ab-
falls des K-Moduls ndherungsweise méglich ist, so 1Bt sich die
Fehlerfortpflanzung filir die immer noch impliziten Gleichungen
bestimmen. Bezeichnet man mit dI den relativen Fehler des In-
tegrals, so ergibt sich der relative Fehler des jeweiligen Moduls 6&,
bezogen auf den ungestdrten Modul Mogals

Su = (g - 1 1 (3.3.28)
o

Der relative Fehler des Moduls ist also immer kleiner als der re-
lative Fehler des Integrals und dirfte unterhalb des Aufldsungs-
vermdgens der entsprechenden Diagramme liegen. Ein weiterer Test
wurde filr sphdroidférmige Inklusionen mit a=b> ¢ durch Vergleich
mit effektiven selbst-konsistenten Moduli, die aus den Formeln

von Wu (1966, Anhang) folgen, durchgefihrt. Hierbei ist in Wu's



Gleichung A1 anstelle von - 1/2 A in der dritten Zeile + 1/2 A
gesetzt, wie aus einem Vergleich mit den Formeln von Kuster und
Toksdz (1974) und aus einem numerischen Vergleich mit der For-
mulierung von Korringa et al. (1979) hervorgeht. Auch gegeniiber
diesen analytischen Ldsungen wurden keine Abweichungen > 0.5%
beobachtet.

Da die Formeln von Wu fiir den Fall a=b+ ¢ sicherlich eine hdhere
Genauigkeit aufweisen als das hier beschriebene Modell, wurden
sie bei der Bestimmung der Relaxationsstidrken herangezogen. Die
von Wu nicht gegebenen relaxierten Moduli wurden durch Annahme
trockener Inklusionen und Anwendung der Gassmannrelation ermit-
telt. Bei der Berechnung der Relaxationsstidrken treten Differen-
zen dhnlicher GréBen auf, was bei fehlerbehafteten Moduli zu ei-
ner VergrdBerung der Ungenauigkeit filihren k&nnte. Wie ein Ver-
gleich mit den Relaxationsstdrken, die mit dem hier vorgestellten
Programm berechnet wurden, zeigt, fallen die Abweichungen jedoch
wesentlich geringer aus, als durch statistische Fehlerfortpflan-
Zung zu erwarten wadre. Dies dirfte damit zusammenhdngen, daB die
Ungenauigkeiten in den Moduli systematischer Natur sind und bei

der Differenzenbildung zum Teil aufgehoben werden.

In Abb. 32 ist nun das Ergebnis einer Rechnung fiir Moduli von ty-
pischen ultrabasischen Gesteinen und Schmelzen (KO:O.66 Mb, 1

0.4 Mb, Kf=0.2 Mb) in Abhdngigkeit von der Schmelzkonzentration

[> und dem Querverhiltnis ("aspect ratio") o« dargestellt. Die In-
klusionen sind kreisfdrmig gewdhlt,a=b2 c, oben sind die relaxier-
ten, unten die unrelaxierten Moduli gezeigt. Es sind zum Vergleich
an einigen Kurven die Abweichungen der effektiven Moduli des Film-
modells von O'Connell und Budiansky (1977) eingetragen (senkrech-
te Balken). Die Theorie von O'Connell und Budiansky ging von un-
endlich dlinnen Filmen aus, da im Prinzip nur die Komponente des
OCberfldchennormalenvektors % (der in den Integralen in (3.3.5)etc.
auftritt) beriicksichtigt wird, die senkrecht auf der Fl&dche des
Risses steht. Bei Querverhidltnissen < 0.01 ist die relative Ab-
weichung des Filmmodells vom Modell mit endlichen Dicken, bezogen
auf Ko DU gering, < 2-3%, die Differenz zwischen beiden Modellen
wird aber flir < 2 0.03 signifikant (die Balken sind fiir groBe« > 0.1

bzw. 0.2 nicht mehr eingetragen).
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Abb. 32: Relaxierte (oben) und unrelaxierte (unten) Kompressions-

und Schermoduli flir sphdrcidfdrmige Inklusionen. Die Zahlen an den

Kurven geben das Querverhdltnis an. Die Balken zeigen die Abwei~-

chungen vom Filmmodell. Fiir die Moduli wurde angenommen: KO=O.66

Mb, uo=0.4 Mb, Kf(Schmelze):O.Z Mb, uf=0. Das SCS wurde angewendet.



Aus Abb. 32 geht hervor, daB die effektiven Moduli filir Inklusio-
nen, die ein % zwischen 0.2 und 1 haben, sich nur wenig voneinan-
der unterscheiden. Offensichtlich verhdlt sich ein Material, das
kompakte Schmelztaschen unterschiedlicher Form enth&lt, nicht we-
sentlich anders als eines mit kugelfdrmigen Inklusionen. Diese
Aussage gilt jedoch nur fiir konvexe Schmelztaschen, da das hier
vorgestellte Modell keine kompakten Inklusionen berilicksichtigen

kann, die spitzzulaufende Xanten haben.

Abb. 33 zeigt eine andere Darstellungsweise des unrelaxierten
Schermoduls. In einem Diagramm mit der Schmelzkonzentration als
Abszisse und dem Querverhdltnis als Ordinate sind Linien gleichen
Modulabfalls eingetragen. Der lineare Teil der Kurven ist mit
dem Filmmodell von O'Connell und Budiansky (1977) identisch.
Die lineare gestrichelte Fortsetzung des Filmmodells zeigt die
Abweichung zum Ellipsoidmodell mit endlichen Inklusionsdicken
flire> 0.01. Die Darstellung in diesem « - [3-Diagramm wurde hier
gewdhlt, da sie einen Vergleich mit dem weiter unten beschrie-
benen Modell iber den Verbundenheitsgrad und iiber die elektri-

sche Leitfdhigkeit ermdglicht.

In Abb. 34 sind die maximal md&glichen Q-1~Werte flir Scherung ge-
mdB (3.1.19) aufgetragen. Da diese Qé;x flir kleine Q_1 der hal-

ben Relaxationsstdrke entsprechen, sind sie mit A&/Z bezeich-

net, mit:
A’ o= U Ja
B oo M T fiir kleine &/2 (3.3.29)
T B
2 2 Nuu'ur 2

Es sind wieder flir « £ 0.2 die entsprechenden Werte des Filmmo-
dells von O'Connell und Budiansky (1977) durch Balken angezeigt.
Obwohl die Abweichungen in den Moduli fiir o« > 0.03 betrdchtlich
werden, macht sich die Diskrepanz in den Relaxationsstidrken we-
niger stark bemerkbar. Offensichtlich heben sich die systemati-
schen Abweichungen der Moduli bei der Differenzenbildung zur
A&/Z — Bestimmung zum Teil auf. Dies zeigt eine Uberpriifung

der Zahlenwerte selbst: die Diskrepanz der Differenzen uu‘ur
beider Modelle ist um fast eine GrdBenordnung kleiner als die
der Moduli selbst.
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Abb. 34: Halbe Relaxationsstirke AQ/Z fir sphédrocidfdrmige Inklu-

sionen (durchgezogene Kurven) und Kanalinklusionen (gestrichelt).
Zahlen an den Kurven geben das Querverhiltnis an, € gibt die Form
der Kanalquerschnitte an (vgl. Abb. 14). Sonstige Moduli wie in
Abb. 32. Die Balken zeigen die Abweichungen vom Filmmodell (x=0.2),



Wie gchon fiir das Filmmodell diskutiert wurde, lassen sich belie-
big groBe Relaxationsstdrken durch Wahl eines genligend kleinen
Querverhiltnisses erzeugen. Dies wird auch in Abb. 34 deutlich,
in der Kurven bis hinunter zu einem « von 0.01 eingetragen sind.
Betrachtet man dagegen Inklusionen mit Querverhdltnissen > 0.1,
so werden schon wesentlich gr&Bere Schmelzkonzentrationen bend-
tigt, um ein signifikantes A&/2 hervorzurufen. Interessant ist
hierbei ein Vergleich zwischen den Relaxationsstdrken und den
Moduli selbst (Abb. 32, Abb. 34): widhrend die Moduli sich im Be-
reich 0.2<€ « < 1 nicht wesentlich voneinander unterscheiden,

iiberstreichen die Relaxationsstdrken mehr als eine Dekade.

In Abb. 34 f&dllt auf, daB selbst fiir kugelfdrmige Inklusionen die
Relaxationsstidrke fir Scherung nicht verschwindet. Im Fall einer
kugelfdrmigen Inklusion ist der Innendruck nicht mehr orientie-
rungsabhdngig, bei reiner Scherung ist er sogar Null. Eine durch
unterschiedliche Innendriicke ausgeldste Relaxation sollte nicht
erwartet werden. Der Unterschied zwischen den Moduli beruht je-
doch auf dem Ansatz des SCS, das ja als erste Ndherung die Wech-
selwirkung zwischen den Inklusionen berilicksichtigen soll: Flir den
relaxierten Schermodul wird eine Inklusion eingebettet in ein Me-
dium mit den Moduli Kd’ Bg=h, betrachtet, beim unrelaxierten
Schermodul wird hingegen als K-Modul des Mediums Ku* Kd angesetzt,
wodurch dann ein leicht unterschiedliches uu resultiert. Dieser
Effekt hat durchaus seine physikalische Berechtigung. Betrachtet
man eine kugelfdrmige Inklusion unter einer Scherbelastung (Abb.
35), so folgt aus dem Span- ‘

nungsfeld in der direkten Um~

gebung der Kugel nach Eshelby

(1957) flir die Kompressions- a
spannung 1/3 G.., an den Punk-
P g i u - b b .
ten a, b:
1 a
a: 5 Gii = +p mit
pe2 b1tV }
b: ;G.‘ - _p 7 = 5\) f
3 ii

Abb. 35: Siehe Text.
d.h., im Bereich a herrscht

vorwiegend Dilatation, um b dagegen Kompression. Befinden sich

in diesen Bereichen isolierte Nachbarinklusionen, so werden sie



aufgrund der Wechselwirkung mit obiger Inklusion leicht unter-
schiedliche Innendriicke aufweisen. Geht man dann von der Mog-
lichkeit des Fliissigkeitsaustauschs zwischen den Inklusionen aus,
so ist eine Relaxation mdglich. Hier wird schon eine Problematik
deutlich: Kann man davon ausgehen, daB die hier betrachteten kom-
pakten Schmelzinklusionen miteinander in Verbindung stehen? Wie
weiter unten noch gezeigt wird, ist fiir kleine Konzentrationen
damit zu rechnen, daB ein GroBteil der Inklusionen sich nicht ge-
genseitig beriihren, falls eine statistische Verteilung angenom-
men wird. Denkbar widre jedoch, daB zusdtzlich zu den Schmelzta-
schen ein feines Kanalsystem filir einen hdheren Verbundenheits-
grad sorgt. Unter Berilicksichtigung, daB die Schmelzinklusionen
moglicherweise nur teilweise miteinander verbunden sind, stellen

die Kurven in Abb. 34 obere Grenzen dar.

SchlieBlich sind in Abb. 34 zum Vergleich die Relaxationsstdrken
der beiden Extremmodelle fiir Kandle von Mavko (1980) eingetragen
(gestrichelt). € = 0 entspricht spitzzulaufenden, € =< kreisfdr-

migen Querschnitten.

In Abb. 36 wurde die Scherrelaxationsstdrke in Abhdngigkeit des
unrelaxierten Schermoduls aufgetragen. Auch hier wird der Unter-
schied zum Filmmodell deutlich. Im Filmmodell besteht weitgehend
unabhdngig von o« ein eindeutiger Zusammenhang zwischen dem Modul-
abfall By und der Relaxationsstirke, der durch die Kurven fir

o= 0.017 und 0.001 gegeben ist. LABt man auch endliche Inklusions-
dicken zu, so erhdlt man zu jedem Mo je nach « eine andere Re-
laxationsstdrke. Bei gleichem Modulabfall und wachsendem « fallt
A&/Z also ab, bis man zu kugelfdrmigen Inklusionen gelangt. Die-
se setzen zwar noch den unrelaxierten Schermodul herab, bewirken

jedoch nur eine sehr geringe Absorption bzw. Relaxationsstdrke.

In der Kurve flr flache Filme (o =0.01 und kleiner) duBert sich
wieder die Mehrdeutigkeit des Filmmodells: ein bestimmter Modul-
abfall uu und die zugehdrige Relaxationsstédrke /A lassen sich
durch eine Vielzahl von Wertepaaren (CX,{B) hervorrufen. O'Con-
nell und Budiansky (1977) behoben diese Mehrdeutigkeit, indem sie
®und > in der RiBh#ufigkeitsdichte & ~ f}/x zusammenfaBten.
Durch Abb. 36 ist nun fiir den Bereich « > 0.01 diese Mehrdeutig-
keit aufgehoben. Jeder unrelaxierte Schermodul 188t sich zwar

durch eine Vielzahl von Wertepaaren (& ,[5) erzeugen, unter Hin-
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Abb. 37: Wie Abb. 36, jedoch fiir Kanalinklusionen mit dem Para-

meter € filir die Form der Querschnitte (vgl. Abb. 14).



zunahme der Relaxationsstdrken, oder einfach des relaxierten
Schermoduls, ist ein Wertepaar (uu, 43&/2) bzw. (uu, ur) ein-
deutig abhingig von (o ,[5).

Ein interessanter Aspekt ergibt sich, wenn man die in Abb. 36
dargestellten Kurven gleicher Schmelzkonzentration mit beriick-

sichtigt (flr 2, 5, 8% Schmelze). Durch sie wird bei konstantem

Modulabfall erkennbar, daB hohe Relaxationsstirken durch Filme
mit geringer Schmelzkonzentration hervorgerufen werden k&nnen,
wdhrend fir_geringe Relaxationsstdrken Inklusionen mit hohen

Schmelzkonzentrationen erforderlich sind.

Zum Vergleich sind in Abb. 37 die entsprechenden Kurven des Ka-
nalmodells von Mavko (1980) eingetragen, wobei € =0 fiir spitz-
kantige und € =0 flir runde Querschnitte steht. Kennt man nur
die Moduli Wor By oder e ;ﬁ&/2, so 188t sich das Kanalmodell
kaum von einem mit sphdroidfdrmigen Inklusionen unterscheiden.
Ein Vergleich mit Abb. 34 zeigt jedoch, daB die Relaxationsstir-
ke flr das Kanalmodell mit € =0 etwas stirker mit zunehmender

Schmelze ansteigt als flir Sphdroidinklusionen.

Die behandelten Modelle wurden mit den speziellen ungestdrten
Moduli KO=O.66 Mb, uo=0.4 Mb berechnet. Man kann die Ergeb-
nisse ohne weiteres durch Normierung mit LN und L, auf andere Sy-
steme iibertragen, solange die Poissonzahl nicht zu stark wvon
0.25 abweicht. Die Wahl des XK-~Moduls von 0.2 Mb fiir Schmelze er-
folgte unter Berlicksichtigung einer Zusammenstellung von Werten
fir basaltische Schmelzen von Stolper et al. (1981), in der die
meisten Werte in einem Bereich von 0.1Mb bis 0.2 Mb liegen. Wel-

chen EinfluB eine Verdnderung des Moduls K_ auf die hier betrach-

teten GrodBen hat, zeigt als Beispiel Abb. §8. Es wurde hierfilir
der spezielle Fall « =0.1, /> =0.16 gewdhlt. Der relaxierte Scher-
modul ist unabhdngig von Kf, er ist identisch mit by fir den
Grenzfall Kf=0. by ist im flir basaltische Schmelzen interessan-—
ten Bereich mit Kf;:0.1 Mb weitgehend konstant, ebenso zeigt die
Scherrelaxationsstirke [&Q/Z keine drastischen Variationen. In-
teressanterweise erreicht die Relaxationsstidrke fir Kompression

eine deutliche Amplitude fiir kleine K Dies kann jedoch ein

f
Effekt der unterschiedlichen Vorgehensweise bei der K-Berechnung

sein: Ku wird direkt filir gesdttigte Inklusionen berechnet, fir

Kr wird dagegen zundchst K. bestimmt, was im abgebildeten Fall

d
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Abb. 38: Effektive Moduli K, Kor Uy (Ordinate links)
und Relaxationsstdrken filir Scherung und Kompression
(Ordinate rechts) in Abhidngigkeit des Flissigkeits-K-
Moduls. Es gelten folgende Parameter: [>=0.16, a=b#c
mit o =0.1, KO=0.66 Mb, uo=064 Mb.

nur etwa 10% des Ko betrdgt, und aus diesem folgt dann iiber die
Gassmannrelation Kr' Kr betrdgt dann wieder ein Vielfaches von
Kd.

Uber Kd entstandener systematischer relativer Fehler um ein Viel-

Bei der Differenzbildung Ku-Kr kann sich dann ein beim Unmweg

faches verstdrken. Es sei erinnert, daB das SCS zur Bestimmung
von Ku und Kd nur eine Approximation darstellt, w&hrend die Gass-
mannrelation unter den gemachten Voraussetzungen eine exakte Be-

ziehung ist.

Die in Abb. 38 dargestellten Kurven bleiben flir andere « und ﬁ
gualitativ weitgehend erhalten, lediglich die Scherrelaxation
zeigt bei kleinem /3 einen flacheren Abfall (bei Kf=0.1 etwa auf
die Halfte).
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Abb. 39: Schermodulabfall (oben) und Relaxationsstdrke A'/2
(unten) flr prolate Inklusionen (a3 b=c) mit o=b/a.

Abb. 39 zeigt die unrelaxierten Schermoduli flr langgestreckte,
zigarrenfdrmige Inklusionen mit a2 b=c, a%a:=b/a. oy =0 ent-
spricht dem Kanalmodell von Mavko (1980) mit kreisfdrmigem
Querschnitt. Da sich die Moduli fiir ein solches Kanalmodell
nicht sehr stark von denen fir kugelfdrmige Inklusionen unter-
scheiden, zeigt auch der Ubergang von o, =0 (Kanal) zu eq =1
(Kugel) keine starken Auswirkungen. Der Modulabfall ist im ge-
samten Bereich schwidcher als der fiir oblate Inklusionen mit « %

0.3. Ebenso liegen die Relaxationsstdrken unterhalb denen fur



oblate Inklusionen mit o =0.3.

Die Ergebnisse in den bisherigen Abbildungen gelten fir sphdroid-
férmige oder oblate Inklusionen mit a=b)» ¢ (abgesehen von den pro-
laten Inklusionen in Abb. 39). Es wird nun anhand des numerischen
Modells (Abb. 31) {iberpriift, ob es zu allen Kombinationen a2 b2 c
jeweils dquivalente Modelle mit a'=b'>» c' gibt, mit denen die in
den letzten Abbildungen vorgestellten Ergebnisse allgemein auf
ellipsoidfdrmige Inklusionen ibertragbar sind. O'Connell und Bu-
diansky (1974) flihrten fiir kreisfdérmige Filme (a=b=:a') eine Be-

dingung fiir RiBdichten ein,

die eine Erweiterung ihrer alcs
Modelle auf elliptische 27
Filme (a#¥b) zulieB. Die-
se Bedingung kann umfor- %g ____________________
muliert werden, so daB sie 0.66”””~_ﬂ——ﬁ
unter Beibehaltung von b>c b<c
/5 und c lautet: 1 A T S S S B
1 5 10 a/c

a' = 2 A/P {3.3.1)

1
mit A=Fldche o a b, P=Um- b/ay

fang der durch a, b gege-

bene%VEllipse mit T \\\\
&

—
P=4a VT-ezsinzw ay FlF-—-—-————========= -
0 0.57
e?=1-b?/a?

P enthdlt ein vollstdndi- 0 A ’

e ’ 5 10 a/a
ges elliptisches Integral T
2. Gattung. Der Zusammen= Abb. 40: Oben: Zusammenhang zwischen

a' und dem A= o fir das wegen b=c
B prolate Ellipsoige vorliegen. Unten:
flir Inklusionen mit end- Varaiation von aund b bei festem a'
nach (3.3.1).

hang (3.3.1) soll nun auch

licher Dicke 2¢ verifi-

ziert werden.

Hdalt man a' fest, so ist durch (3.3.1) ein eindeutiger Zusammen;
hang zwischen a und b gegeben. Er ist in Abb. 40 (unten) darge-
stellt, wobei zu beachten ist, daB die Achsen unterschiedliche
MaBstdbe haben. Die Kurve endet bei b=a=a'; wollte man sie ver-

ldngern, so wirde b > a. Dieser Fall ist in der dargestellten



Kurve durch Vertauschen von a und b enthalten. Es gilt filir die
Wertebereiche von a und b: a'€ a< @ , 2/ra'<bga'. Um nun den
Bereich aller méglichen a, b, ¢ zu erfassen, wurde a und b ge-
madB (3.3.1) flr ein festes a' variiert. Diese Variation wiede-
rum wurde durch Verdnderung von a' fiir eine ganze Reihe von Quer-
verhdltnissen & =c/a' mit festem c durchgefihrt. Hierdurch ist
sichergestellt, da8 alle mdglichen a> b2 ¢ erfaft sind, c wird
dabei als Normierungsfaktor aufgefaBt. Fiir a'>(1v/2)c gilt fiir
alle a: b> ¢, fir a‘=(ﬁ/2)c wird im Grenzfall a-»o0 : b=c, es
liegt dann eine kanalfdrmige Inklusion vor, fiir a'< ﬁT/Z)c erhdlt
man mit b=c schon filir kleinere a (<® ) prolate Ellipsoide. Be-
zeichnet man dieses a mit dponr SO wird mit a> Aot b« c. Die-
ser Fall wird durch Vertauschen von b und ¢ in einem der vori-

gen Fdlle eingeschlossen. Der Zusammenhang zwischen a und a'

b=c
ist in Abb. 40 oben dargestellt. Ay trennt die Bereiche b< ¢
und b> ¢. Um nun alle M&glichkeiten zu erfassen, wird a im Be-
reich a'2> HT/2}C zwischen den Grenzen a‘'< a< ¢ , im Bereich

cza'< (n/2) c dagegen nur zwischen a'Z a< a variiert.

b=c
In Abb. 41 sind die unrelaxierten Schermoduli fiir verschiedene
Querverhdltnisse c/a' und Schmelzkonzentrationen aufgetragen,
als Abszisse wurde b/a gewdhlt. Man erkennt, daB die Moduli fiir
kleines ol =c/a' (% 0.2) kaum von der Elliptizitdt oder b/a ab-
hdangig sind, ihre Varianz bleibt unter 1% (bezogen auf uo). Ei-
ne dhnlich ausgeprédgte Unabhdngigkeit von b/a ist auch fir die
Relaxationsstdrke zu erkennen. Bel wachsendem c/a' wird der Ein-
fluB von b/a gréBer, die Abweichungen im Modul steigen maximal
flir ¢/a' = 0.4 auf 2.4% und fir c/a'> 2/Ar auf ca. 3% fir gros-
se ﬁ (15% - 20%). Bei der Relaxationsstdrke ist dagegen mit
wachsendem c/a' bei abnehmendem b/a ein Ansteigen von zﬁ&/2

bis um den Faktor 1.3 (c/a'=0.4) bzw. 2 (c/a' > 2/ ) zu be-

cbachten.

Man kann zusammenfassen, daB die von O'Connell und Budiansky
(1974) gegebene Bedingung (3.3.1) filir die Ubertragbarkeit kreis-
formiger auf ellipsenfdrmige Filme bis hinauf zu & =c/a' Werten
von 0.2 giltig ist (im Unterschied zu den elastischen L&sungen
selbst). Flir grdBere & ist sie nur anzuwenden, wenn man berilick-
sichtigt, daB mit abfallendem b/a der unrelaxierte Schermodul um
einige Prozent abfidllt, wihrend 45&/2 bis um den Faktor 2 anstei-~

gen kann.
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Abb. 41: Unrelaxierter Schermodul (oben) und halbe
Relaxationsstdrke (unten) fiir ellipsoidfdrmige In-
klusionen mit drei ungleichen Halbachsen a» b2 c
in Abhdngigkeit von b/a flir verschiedene Querver-

hdltnisse « = c/a' und Schmelzanteil 3

Zusammenfassung von Kapitel 3.3.

In Kap. 3.3, werden die elastischen Moduli und Relaxationsstdrken
eines Mediums mit ellipsoidférmigen, fliissigkeitsgefillten Inklu-
sionen behandelt. Zunichst wird filir beliebige Inklusionen das Re-
ziproktheorem besprochen, mit dem sich in Anlehnung an Mavko (1980)

Bestimmungsgleichungen fiir den trockenen K-Modul und den un/re-



laxierten Schermodul aufstellen lassen (Glg. 3.3.6;3.3.10;3.3.12).
Das SCS 1dBt sich dann auf Ubersichtliche Weise einbeziehen. Fiir
den gesdttigten K-Modul wird, im Unterschied zu Mavko (1980) eben-
falls mit Hilfe des Reziproktheorems,eine allgemeine Bestimmungs-
formel (Glg. 3.3.19) gefunden, die im Prinzip eine selbst-konsi-
stente Form der Gassmannrelation darstellt. Die verschiedenen An-
sdtze zur Bestimmung des gesdttigten K-Moduls werden miteinander
verglichen, es ergeben sich Unterschiede im effektiven K-Modul

kleiner als 1.5% bzgl. KO

In den obigen Bestimmungsgleichungen treten die Inklusionswand-
verschiebungen beil duBerer Belastung auf. Zur Bestimmung dieser
GroBen filir ellipsoidfdrmige Inklusionen wird die Theorie von
Eshelby (1957) herangezogen und beschrieben. Unter Berilicksich-
tigung dieser Theorie wird zur LOsung obiger Bestimmungsglei-
chungen ein Computerprogramm geschrieben, das flr statistisch
orientierte, ellipsoidfdrmige Inklusionen mit den Halbachsen

ay» b>c die selbst-konsistenten unrelaxierten und relaxierten
Moduli sowie die Relaxationsstdrken berechnen kann. Dieses Modell
stellt eine Erweiterung der Ergebnisse von Wu (1966) dar, da es
1) drei ungleiche Halbachsen beriicksichtigen kann, und 2) Rela-
xation mit einschliefBlit. Es kann ebenso als Erweiterung des Film-
modells von O'Connell und Budiansky (1977) angesehen werden, da
endliche Filmdicken bis hin zu kugelfdrmigen Inklusionen einbe-
zogen werden koénnen (allerdings ohne explizite Berlicksichtigung

der Frequenzabhdangigkeit).

zZundchst werden die effektiven Moduli flir sphidroidfdrmige Inklu-
sionen berechnet (Abb. 32). Es stellt sich heraus, daB das Film-
modell von O'Connell und Budiansky (1977) fiir Querverhdltnisse

> 0.03 nicht mehr anwendbar ist. Weiter zeigt sich, daB Schmelz-
inklusionen mit Querverhdltnissen zwischen 0.2 und 1 keine sehr

stark voneinander abweichenden Modulili mehr hervorrufen.

Es wird die Darstellung der Moduli in Form von Isolinien in ei-

nem o - [>-Diagramm eingefiihrt (Abb. 33).

Aus der Darstellung der Relaxationsstdrken ergibt sich, daB A
mit wachsendem o betrdchtlich abnimmt (Abb.34). Es wird eine Be-
griindung dafiir gegeben, daB selbst bei kugelfdrmigen Inklusionen

mit Relaxation zu rechnen ist, obwohl die Flissigkeitsinnendrilicke
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nicht mehr von den Inklusionscorientierungen abhidngen. Die Re-
laxationsstdrken werden schlieBlich mit denen des Mavkomodells

verglichen.

Als eine sehr nitzliche Darstellungsart erweist sich die Rela-
xationsstédrke A in Abhingigkeit vom unrelaxierten Schermodul
(Abb. 36). Es wird ersichtlich, daB filir Filme A eine eindeutige
Funktion wvon ey ist, wdhrend flir groBere Querverhdltnisse A=
f(u,o) gilt. Bei Filmen kann also ein Wertepaar (4A,uu) durch
unterschiedliche ® und/5 hervorgerufen werden, wdhrend bei grds-
serem « jedem (zﬁ,uu)—Wertepaar eineindeutig ein («, /5> )-Paar zu-
zuordnen ist. Es ergibt sich weiter, daB bei konstantem Modulab-
fall die Relaxationsstdrke mit wachsender Schmelzkonzentration

abnimmt (da das Querverhdltnis dann zunehmen muB).

Das Kanalmodell von Mavko (1980) wird ebenfalls in der Darstel-

lung As=f(uu) gezeigt.

Der EinfluB des K-Moduls der Flissigkeit auf die Ergebnisse wird

diskutiert, er fihrt zu keinen signifikanten Einschr&dnkungen.

Prolate (a> b=c) Ellipsoide werden behandelt, ihr EinfluB auf die
Moduli ist vergleichbar mit oblaten Sphdroiden mit einem o zwi-

schen 0.3 und 1.

SchlieBlich werden die effektiven Moduli und Relaxationsstidrken
flir Ellipsoide mit a# b #* c berechnet. Nach O0'Connell und Budians-
ky (1974) lassen sich ellipsenfdrmige Filme mit a%b auf kreisfdr-
mige mit dem Radius a' zurlickfihren durch eine einfache Bedingung
(Glg 3.3.1). Diese Bedingung wird filir endliche Inklusionsdicken
bis zu Querverhdltnissen von 0.2 verifiziert, flir grdBere & ist
sie anzuwenden, wenn man eine leichte Abnahme der Moduli (um eini-
ge Prozent) und eine leichte Zunahme der Relaxationsstdrken (bis

um den Faktor 2) mit abnehmendem b/a-Verhdltnis bericksichtigt.



Beriicksichtigung von nur teilweise verbundenen Inklusionen

Die im letzten Kapitel dargestellten Ergebnisse lber die Relaxa-
tionsstirken beruhen auf der Annahme, die Inklusionen stiinden mit-
einander in Verbindung. Dies wurde durch die Annahme eines voll-
stdndigen Druckausgleichs bei der Relaxation durch-Strdmung im-
pliziert. Wie in Kap. 2 diskutiert wurde, ist es jedoch nicht si-
cher, ob diese Bedingung immer erfiillt ist. Es wird daher im fol-
genden eine einfache Bedingung fir die kritische Schmelzkonzen-
tration ﬁb aufgestellt, ab der mit vollstd&ndiger Benetzung der
inneren Oberfldche eines polykristallinen Gesteins mit Schmelze
zu rechnen ist. Weiterhin wird ein einfaches statistisches Mo-
dell aufgestellt, das flir Schmelzkonzentrationen kleiner ﬁ% Ab-

schidtzungen iiber den Grad der Verbundenheit ermdglicht.

Es sei nun ein Gestein, zusammengesetzt aus Kbrnern mit ebenen

Grenzfldchen, angenommen. Hat das i-te Korn das Volumen Vi und

n, Fldchen mit den Flicheninhalten Fi j=1,...,ni, so liegt ei-

j!
ne vollstdndige Benetzung vor, wenn Jjede Fldche von einer film-
formigen Schmelzinklusion der gleichen Fldche Fij eingenommen

ist. Mit cij als halber Dicke des j-ten Films am i-ten Korn sei

ein zugehOriges Querverhdltnis d&j definiert:

o
s 1]

8y s
13 (3.4.1)
'UF--/?r
1]
Mit dem Volumen des j-ten Films am i-ten Korn

SR |
V.. =F.,. 2 c.. =F.,. 2+ o, ”F../W' (3.4.2)
1] 1] 1] 1] i] 1]

ergibt sich filir die hier als kritisch (weil vollstdndig benetzt)

bezeichnete Schmelzkonzentration:

N ni N ni 1
. F.,4 : 3
) i3/ ) ) Fay Xyl
p = =1 3=1 _ i=1 j=1 _
c N - N -
2 Vs Vs
i=1 i=1
n.
N = 3
F.2 «,
1 g SR ij
s J W, (3.4.3)
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N
mit der Wichtung wi=vi/é§% Vi, N=Gesamtzahl der Kdrner. Es sei
nun angenommen, dafB die Varianz derFléchenFij und der Volumen
Vi geniigend klein sei, sodaB die Verteilung der mij niekbt mit
Fij und Vi korriliert ist. Die “ij konnen dann als arithmetischer
Mittelwert o = mij vor die Summe gezogen werden. Nimmt man eine

entsprechende Unabhdngigkeit auch zwischen W und dem die Korn-

g.n__;l o 3-
;ET ij
form beschreibenden Term <= g——=: A; an, so folgt fiir ﬁc:
3 i
P = D M w, = e L B € WO
I i=1 v, (' v, {r

1

wobei der Strich filir das arithmetische Mittel {iber alle K&rner
steht. Nimmt man flir die K&rner einfache Geometrien an, so 1l&Bt
sich Ai abschdtzen. Ai liegt fir mehr kugelfdrmige Polyeder wie
z.B. ein abgestumpftes Oktaeder bei 3.5 und steigt filir spitzkan-
tige KOrper wie z.B. Oktaeder (Ai%~5), Wirfel (Ai% 6) oder Tetra-

eder (AiﬁéiO) an. /Bc 148t sich also abschidtzen zu

20 < f < 5ux (3.4.5)

Liegt fiir die Querverhdltnisse eine mit der GroBe der Filme un-

korrelierte Verteilung V., (x) vor, so ist flir das « in (3.4.5)
” .

i = J v, (o ) da (4.2.12)
0

Zzu setzen.

Die in (3.4.5) abgesch&dtzte Schmelzkonzentration, bei der ein
KOrper seinen inneren Zusammenhalt verlieren wiirde, 148t sich
mit dem Schermodulabfall des Filmmodells (Glgn. 3.2.7 - 3.2.10;
Abb. 18, Abb. 32) vergleichen. Der unrelaxierte Schermodul fillt
auf Null bei / =5.9 > (fiir kleine « ), wihrend b, bei b =2.4c
gleich Null wird. Diese gute Ubereinstimmung mit (3.4.5) scheint
die Gliltigkeit des selbst-konsistenten Konzepts bis hin zum voll-

stdndigen Modulzusammenbruch zu bestdtigen.

Es s0ll nun filir ellipsoidfdrmige Inklusionen und diinne Filme die
M6glichkeit eines herabgesetzten Verbundenheitsgrades beriicksich-
tigt werden. Flir die Frage nach der Relaxation oder Absorption

durch Flissigkeitsstrdmung ist es von Bedeutung, ob eine Inklu-



sion isoliert ist, oder ob ein Druckausgleich mit Nachbarinklu-
sionen mdglich ist. Dies legt die Definition des Verbundenheits-
grades Vb als der mittleren Wahrscheinlichkeit einer Inklusion,
mit mindestens einer Nachbarinklusion direkt in Verbindung zu
stehen, K nahe. Fir die Leitfihigkeit ist es dagegen wichtig, ob
durch das Schmelzsystem eine zusammenhdngende Verbindung fihrt
und wie groB im Mittel der Umweg ist, den der Strom nehmen muB.
Um dieses Problem auf die Theorie von Widerstandsnetzen Ubertra-
gen zu konnen

(Kap. 4.2), bendtigt man die mittlere Anzahl von

Nachbarinklusionen n, zu denen eine direkte Verbindung besteht.

Um nun einen Zusammenhang zwischen der Schmelzkonzentration, dem

Querverhidltnis und Vb bzw. n zu finden, wird ein Modell fir
statistisch verteilte und orientierte ellipsoid- oder filmfdrmige
Inklusionen aufgestellt. Die Ellipsoide seien der Einfachheit
halber gleich groB und mit gleich groBen Halbachsen a angenommen.
Eine typische Konfiguration zweier solcher Ellipsoide ist in Abb.
42 dargestellt. Es seil Vg das gesamte Volumen, Vp:% ¥ a*« das

Volumen einer einzelnen Inklusion, N die Anzahl aller Inklusionen,

v das mittlere, eine Inklusion umgebende, ungestdrte Volumen und

ﬁ‘=Vp/v. ' berlicksichtigt im Unterschied zu /5 keine Uberschnei-

dungen von Inklusionen,

sondern zdhlt das Schnittvolumen doppelt.

Die Wahrscheinlichkeit, in dem eine Inklusion umgebenden Volumen
V genau i Mittelpunkte von Nachbarinklusionen zu finden, kann ge-
schrieben werden (mit V_= v-N)
N-i; i / . \N -1 iy
.—V v i -y 5
w_(ZL_\} v ,{N\Zh L /; e VM c.ae
\ v_ | \v \}\ N \ N vt i
g g
[ i
it lim L (M= L5 1im (1»-17—/—‘«”) =1 1im [1+29LY e V/V
IETCRET R TR E T . Moo | N
ergibt sich fir N — o0
i
-\
WweeV/V ¥ 1 (3.4.7)
l "
V4 x5
(3.4.7) stellt eine Poissonverteilung dar. Die Wahrscheinlich-
keit, im Zusatzvolumen dV den Mittelpunkt der (i+1)-ten Nachbar-

inklusion zu finden betrdgt

dav

-e"‘V/V y—l_ ._.1_.

vl il v

W o= (3.4.8)



- O =

o
/
/
/
-~
<
)
alx VvV

Abb. 42: Darstellung zweier, sich lberschneidender Ellip-
soide im Abstand r voneinander.

Ersetzt man v durch % < a’ %% (siehe oben) und V durch %7T(r-a)3,
wobeil also r eine auf a normierte Entfernung von der gerade be-
trachteten Inklusion darstellt, so folgt aus (3.4.8) filir die Wahr-
scheinlichkeitsdichte Wi’ im Intervall [r,r+dr] den Mittelpunkt

der i-ten Nachbarinklusion zu finden

_ e py o1 (e e\t 3
W, dr = exp (— = ) r | ) =171 dr (3.4.9)

Wi ist in Abb. 43 fir verschiedene i dargestellt.

iT [ = " ’
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r

Abb. 43: Wahrscheinlichkeit, im Intervall ([r,r+dr] die i-te
Nachbarinklusion zu finden fiir den Fall f3/x =1.



Die Schmelzkonzentration [>' ist noch um die mehrfach gezihlten
Schnittvolumen zu korrigieren. Hierzu ist vom anfanglichen Volu-
men einer Inklusion die Hilfte der makroskopischen Schmelzkon-
zentration zu subtrahieren, sodaB sich als statistische Korrek-
turformel ergibt:
'
5= (3.4.10)
1+ 0.5

Man bendtigt nun noch die Wahrscheinlichkeit, mit der sich zwei
in der Entfernung r voneinander (Mittelpunkt zu Mittelpunkt) be-
findlicher Inklusionen iiberschneiden oder berilihren. Eine analy-
tische Herleitung dieser Wahrscheinlichkeit war selbst fir rota-
tionssymmetrische Inklusionen nicht mdglich. Es wurde daher ein
Computerprogramm geschrieben, das iliber s&mtliche m6glichen Orien-
tierungen zweier solcher Inklusionen integriert und jeweils ab-
fragt, ob eine Uberschneidung vorliegt oder nicht. Selbst diese
numerische Berechnung konnte mit verniinftigen Rechenzeiten am
MINC-Rechner des Instituts nur fiir rotationssymmetrische Ellip-
soide durchgefiihrt werden. Die sich hieraus ergebende Verbunden-
heitswahrscheinlichkeit Vr{r) ist in Abb. 44 dargestellt. Flr
diinne Filme (o = 0.05) fillt Vr fir Abstdnde grdBer als die
Halbachse a, d.h. r> 1, schnell ab, dickere Inklusionen haben

auch flir grdBere Abstdnde noch eine hohe Uberlappungswahrschein-

Abb. 44: Verbundenheitswahrscheinlichkeit zweier im Abstand r

voneinander befindlicher Inklusionen. r ist auf die groBe Halb-
achse a normiert.
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lichkeit . Fiir kleine « (< 0.1) kann man die endliche Dicke der
Inklusionen zur Berechnung von Vr(r) vernachldssigen. Die von ('
und r abhingige Wahrscheinlichkeit, da8 eine Inklusion sich mit
dem i-ten Nachbarn, der sich im Entfernungsintervall [r,r+dr]
befindet, schneidet, ist durch das Produkt von (3.4.9) mit Vr(r)
gegeben. Durch Integration iiber alle mdglichen Entfernungen, also
von 0 bis 2, erhilt man die Gesamtwahrscheinlichkeit einer Uber-

schneidung mit der i-ten Nachbarinklusion:

<
>
H

ey <
=
M
™)
=
H
-
0.
H

(3.4.11)

Die Wahrscheinlichkeit schliefBlich, daB die betrachtete Inklusion
sich mit irgendeinem Nachbarn iiberschneidet, der mittlere Verbun-

denheitsgrad also, lautet dann

Vb = 1 = (1=V,( p"))(1=V,( pr)... (1-v, ( p')) (3.4.12)

k

wobei k die letzte Nachbarinklusion ist, die in der Reichweite

der nullten liegt. Fir i> k ist dann r > 2 oder der Abstand >2a.

Vb{ ') ist fir verschiedene  in Abb. 45 dargestellt. Flir 3 '«
20% ist die Abweichung von /5 gemdB (3.4.10) kleiner als 2% (be-
zogen auf‘ﬂ ), man kann also ﬁ = [S' setzen. Die Abb. 45 zeigt,
daB selbst flir kugelfdrmige Inklusionen schon bei 7% Schmelze
die Hdlfte der Inklusionen mit mindestens einem ihrer Nachbarn
in Verbindung steht. Bei kleinem « (z.B. £ 0.01) wird ein 90%-
iger Verbundenheitsgrad schon bei 1% Schmelze erreicht. Hierbei
steigt k auf Uber 20. Aber selbst bei Berlicksichtigung von nur
wenigen Nachbarn wird ein vergleichbarer Verbundenheitsgrad er-

reicht.

Stellt man Vb in Abhingigkeit von [b/« dar, so ergibt sich fir
® < 0.1 eine Grenzkurve. Sie hat fir kleine [5/x die Form
Vb( A/ ) & 1.7 B/x , steigt flir [5=0.3c auf Vb=50% und er-
reicht Vb=90% bei pH =« .
Da >/« ein MaB filir die RiBhiufigkeitsdichte
3 p

£ = e — (3.4.13)

410

nach O'Connell und Budiansky (1977) ist, 1&B8t sich Vb filir Filme
auch direkt in Abhidngigkeit von £ darstellen (Abb. 45 unten).
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Abb. 45: Oben: Verbundenheitsgrad in Abhdngigkeit von
der Schmelzkonzentration fir verschiedene Querverhdlt-
nisse. Unten: Verbundenheitsgrad in Abhdngigkeit von
der RiBdichte & ~f3 /x fiir Filme.

Vergleicht man die von O'Connell und Budiansky berechneten Wer-
te flr € flr den Fall vollstdndiger Grenzfl&chenbenetzung beil
verschiedenen Geometrien (Tab. 1), so liegen die zugehOrigen,

aus Abb. 45 (unten) folgenden Vb-Werte zwischen 93% und 99%.
Hierdurch diirfte die Gliltigkeit des statistischen Verbundenheits-

modells bei hohen RiBdichten weitgehend bestdtigt sein.

Eine andere Darstellung von Vb ist in Abb. 47 gewdhlt. Mit der
Schmelzkonzentration als Abszisse und dem Querverhdltnis als Or-

dinate sind Kurven gleichen Verbundenheitsgrades gegeben. Die
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obere Abbildung 46 soll zur qualitativen Verdeutlichung dienen.
Wie man aus den Abbildungen erkennt, wird die o - ﬁ~Ebene in

drei Bereiche unterteilt: bei kleinem ﬁ und grofBem « sind die In-
klusionen isoliert, im Bereich 0.1 < f3/«¢ < 1 nimmt der Verbunden-
heitsgrad zu, bis flir geniigend groBe /> (oder kleine« ) das Schmelz-
system 100%-ig verbunden ist. Der Ubergangsbereich von Vb=10% bis
90% umfaBt immerhin eine Dekade in;ﬁ und koénnte damit fir reale
Schmelzsysteme von Wichtigkeit sein. Die eingezeichnete Kurve mit
Vb=99.5% 14Bt sich fiir A< 0.1 durch [3=2.4 « beschreiben. Dies
war gerade der Wert, bei dem der relaxierte Schermodul verschwin-
det. FUr Vb> 99.9% oder /32> 3« (vgl. 3.4.5) ist also mit dem Ver-

lust der Scherfestigkeit des Materials zu rechnen.

Vergleicht man Abb. 47 mit Abb. 33, so stellt man einen weitge-
hend parallelen Verlauf der Vb-Kurven mit den Linien gleichen un-
relaxierten Schermoduls fest. Es ist offensichtlich nicht mdglich,
bei gegebenem Modulabfall uu durch Variation von o den Verbunden-
heitsgrad zu verdndern. Flr Filme ist dieses Verhalten schon aus
Abb. 23 und Abb.45 (unten) erkennbar, nach denen jeweils ein ein-
deutiger Zusammenhang zwischen hy und £ bzw. Vb und ¢ (¢ war die
RiBhdufigkeitsdichte (3.4.13)) gegeben ist. Zwischen by und Vb

besteht daher offenbar eine eindeutige Beziehung by, = £ (Vb).

Zur Bestimmung der mittleren Anzahl von Nachbarinklusionen, zu
denen eine direkte Verbindung besteht, sind einfach die Wahr-
scheinlichkeiten, mit denen eine Uberschneidung mit dem i-ten

Nachbarn vorliegt, (3.4.11), iber alle i zu summieren:

k
— N i
= 7
n(f>) V(B (3.4.14)
i=1
Dabei ist k das gleiche wie in (3.4.12). Die numerische L&sung

von (3.4.14) ist in Abb. 48 in Form von Linien gleichen n's (0.5
bis 4) in der « -5 -Ebene dargestellt. Durch Vergleich mit Abb.
47 erkennt man den engen Zusammenhang zwischen Vb und n. Fiir n>4
dirfte mit dem Verlust der Scherfestigkeit zu rechnen sein, was
durch die Gerade « = ﬁ/B angedeutet wird, die ndherungsweise fir

die kritische Schmelzkonzentration /5c angenommen wurde (vgl.3.4.5).

Fiir n wurde durch lineare Regression eine N&herungsformel be-

stimmt, die die numerisch berechneten n bis auf 2% reproduziert.
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Abb. 48: Linien gleichen n's fiir statistisch ver-

teilte und orientierte geometrisch gleiche Ellip-
soide.

Demnach ist n gegeben durch

12

n(e, )

(c, +

1 (3.4.15)

&P

mit c1

Nachbarinklusionen steigt also linear mit der Schmelzkonzentra-

=5.65, c2=1.72. Die mittlere Anzahl von Verbindungen mit

tion an.

Die einfache Form von (3.4.15) legt die Bestimmung einer Ahnlich
einfachen Formel fiir den Verbundenheitsgrad Vb nahe. Die Herlei-

tung dieser Approximationsformel erfolgt in Anhang B, in dem auch



die Werte fiir 102 gegeben werden. Man erhdlt demnach Vb mit ei-
ner Ungenauigkeit kleiner als 5% durch
c, (%4-r3 w/S—)
10% «
[ |
- 7 (3.4.16)

(
3 L .1+‘r3 o L2
3 710% o«

In den obigen Uberlegungen und Ergebnissen sind Verteilungen von

Querverhdltnissen nicht beriicksichtigt. Es lassen sich aber mit
einer Verteilungsfunktion V, (e« ) d« fiir kleine « obige Ergebnis-

se anwenden, wenn jeweils flir & ein repridsentatives ' mit

(,;:0
o :} Vo) o de (3.2.12)
0

gesetzt wird.

Zusammenfassung von Kapitel 3.4.

In Kap. 3.4. wird f8r ein Schmelzsystem aus film- oder ellipsoid-

fOrmigen Inklusionen der Verbundenheitsgrad untersucht.

zundchst wird flr ein polykristallines Gestein eine Bedingung
fir eine kritische Schmelzfilmkonzentration ﬁ% aufgestellt, ab
der die gesamte innere Oberfldche benetzt sein muBf (3.4.5). Mit
diesem ﬁ% geht der Schermodul des Filmmodells gegen Null. Das
selbst-konsistente Filmmodell scheint demnach bis zum vdlligen

Schermodulzusammenbruch giiltig zu sein.

Es wird dann die Moglichkeit eines herabgesetzten Verbundenheits-
grades Vb in Betracht gezogen. Dieses Vb wird definiert, im Sinne
von Relaxationdurch Fliissigkeitsstrdmung zwischen Inklusionen,
als die mittlere Wahrscheinlichkeit einer Inklusion, mit minde-
stens einer Nachbarinklusion direkt in Verbindung zu stehen. Vb
wird filir statistisch verteilte und orientierte, sphdroid- bis
filmfbérmige Inklusionen in Abh&ngigkeit vom Querverhdltnis und
von der Schmelzkonzentration berechnet und dargestellt (Abb. 45,
47) . Ein hoher Verbundenheitsgrad wird fiir Filme bei weniger als
1%, flr kompakte Sphidroide bei mehreren Prozent Schmelze erreicht.
Es wird festgestellt, daB zwischen b und Vb eine weitgehende Ab-

hangigkeit der Form uu=f(vb) besteht, nach der bei geringen Mo-
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dulabfdllen, bei Annahme film- oder sphdroidfdrmiger Inklusio-
nen, immer mit einem herabgesetzten Verbundenheitsgrad gerech-

net werden muf.

Fir Leitfdhigkeitsprobleme wird die mittlere Anzahl von Nachbarn,
zu denen eine Inklusion Verbindung hat, bendtigt. Fiir dieses n

wird eine einfache Nidherungsformel mit der Proportionalitdt n~/3
gefunden (3.4.15). Es wird schlieflich auch noch flir Vb eine N&-

herungsformel angegeben (3.4.16).
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Zusammenstellung der Schmelzmodelle

Aufstellung eines umfassenden Gleichungssatzes

Nachdem in Kap. 3.3. und 3.4. einerseits elastische Schmelzmodel-
le beschrieben bzw. entwickelt worden sind und andererseits ein
mdglicher herabgesetzter Verbundenheitsgrad in Betracht gezogen
wurde, sollen in diesem Abschnitt die Gleichungen fiir die einzel-
nen Modelle unter mdglicher Berilicksichtigung des Verbundenheits-
grades zu einem umfassenden Gleichungssystem zusammengefaBt wer-
den. Dieser unten angegebene Gleichungssatz schlieBt dann die ein-
zelnen Schmelzmodelle - Kanal, Film-oder Sphdroidinklusionen -
als Spezialfidlle mit ein, kann allgemein oder unter Annahme des
fiir Filme und Sphidroide hergeleiteten statistischen Modells ei-
nen herabgesetzten Verbundenheitsgrad berilicksichtigen und ermdg-
licht schlieBlich die Uberlagerung verschiedener Schmelzgeome-

trien.

Die allgemeinen selbst-konsistenten Gleichungen fir die Moduli,
die noch keine spezielle Geometrie beriicksichtigen, wurden in

Kap. 3.3. aufgestellt. Es sind im einzelnen die Gleichungen (3.3.6),
(3.3.10),(3.3.12), (3.3.19) bzw. (3.2.14). Will man gleichzei-

tig verschiedene Geometrien betrachten, so lassen sich die in

den Gleichungen vorkommenden Summen {iber alle Inklusionen auf-
spalten in Teilsummen iiber jeweils geometrisch &dhnliche Inklu-
sionen. Die Bestimmung dieser Teilsummen kann dann durch Ver-
gleich mit den jeweils fiir diese speziellen Geometrien gegebe-

nen Gleichungen erfolgen: Gleichungen (3.2.13) - (3.2.20) lie-
fern die Terme fiir Kanalinklusionen, Glgn. (3.2.7) - (3.2.10)
geben die Ausdriicke fiir Filme, die Formeln fiir sphdroidfdrmi-

ge Inklusionen (a=b#c) koénnen dem Anhang von Wu (1966) entnom-

men werden. Die gesamte Schmelzkonzentration [> 148t sich da-

fiir Filme, /3

durch in die Anteile /3 flir Kandle und /3El

F Ka

fiir Ellipsoide unterteilen mit

B= B+ B+ Py (3.5.1)

7ur Beriicksichtigung eines bestimmten Verbundenheitsgrades Vb

werden die /3F, /GKa’ /BWl jeweils in einen Anteil,bestehend aus

isolierten Inklusionen, 'ﬁE“’ /3 und einen zusammenhdn-
i

- o Kay' /5Elj_
genden Anteil /BF PP pEl unterteilt. Hierbei wird angenom-
\4 v

Kay '’
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men, daB schon die Verbindung zwischen zwei Inklusionen einen ge-
niigenden Druckausgleich bei &duBerer Scherung erm&glicht, so daB
sie als Teil des zusammenhingenden Schmelzsystems betrachtet wer-
den konnen. Es gilt dann z.B. fiir ellipsoidfdrmige Inklusionen

(3.5.2)

/351 = (1 - Vb) - ﬁEli + Vb - /3

Ely
Zur Berechnung der unrelaxierten Moduli ist eine Unterscheidung
zwischen isolierten und verbundenen Inklusionen nicht nétig. Die
Bestimmung der relaxierten Moduli erfolgt analog dem im Anfang
des Kap. 3.3. skizzierten Weg. Im Unterschied zur dortigen An-
nahme trockener Poren fiir L werden jedoch die ﬁi_Poren als
flissigkeitsgefiillt und ein;m Innendruck ausgesetzt betrachtet.
Die Terme fir die /Bi—Poren erhalten dadurch eine andere Form
als die der /SV—Poren und sind durch die L&sungen fiir die unre-
laxierten Moduli gegeben. Das mit der ur—Bestimmung gleichzeitig
zu berechnende K' (siehe unten) ist wegen der Annahme teilweise
trockener und teilweise gesdttigter, isolierter Poren nur eine
HilfsgrosBe. Kr ergibt sich mit K' ilber eine Zwischenldsung, bei
der die Moduli K,

iso’
den (lber den unrelaxierten Formelsatz) und der /3V—Anteil an-

B fir A = /5i, also /5V=()best1mmt wer -

schlieBend mit Hilfe der Gassmannrelation bericksichtigt wird.
Die Gassmannrelation ist hierbei erforderlich, da sie selbst
bei unterschiedlichen Geometrien im ,ﬁv—Anteil einen konstanten
Innendruck voraussetzt, wihrend der dem Ansatz nach (3.3.19) zu
Grunde liegende Innendruck von der Inklusionsgeometrie abhingt.
Die Bestimmung von Ku und Kr erfolgt daher auf prinzipiell un-
terschiedliche Weise. Solange also die halbe Relaxationsstirke
bzgl. K ( éK/Z = (Ku-—Kr)/ZKr Jkeine signifikante Gr&Benordnung

erreicht, sollte sie mit Vorsicht genommen werden.,

Der gesamte Formelsatz lautet nun:

Unrelaxiert:

1 1
1 1 XK. K_
R sl S
u o) P ( I“'ul\) )(‘K‘" - ’K_ Fl FV
£ u
J -1
K K
f o)
+ / + 3 +
=1 ! 1 1 C Ka /Kav)
1+ @K (K _,u ”))(E_ =~ f_)
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1
‘ a1
* ] £ o ] ] (&ﬂ * /%1) (3.5.3)
:-!"" P . kL R 3 v . .
1+ L/El\Kuluur \)u) (K K ) 1

=y A (Rwge v DR ) /3'Fi + /3FV) Ay (Rornyrvy)e

 Pra, ﬁKav) * BApy (Kyrbygr vy Re) CPgy o+ oy )

(3.5.4)
2 - D
\) _ JKUV .'_U,u
\ YO6R. + 2 (3.5.5)
u u
Relaxiert:
L
1 1 Kf KO
—_— =+ + O (K',u V)
§ -—1 ¥ 1 ﬁ O ! r, /3
K KO 1+OF (K :ur,\})(Kf"I—(-r) Fl F FV
J o1
Kf Ko
+ __1 1 -] /\b + @ (K'ILL IV) /3)
1+ 'Ka{K 2t rV) ('K—E"'KT) Kal Ka Kav
L
Kf Ko X
e — Bt 0 ) [
i 1] S e
T+ Opq (K ’“r’\))(fg 7) Bl El Ely
(3.5.6)
\
3y
R 3
=— = — + A_(K',p_,¥ ,D(K",n)) 3., + A_(K',u_,V,D=1)
} Mo R B r r /zfi P r / Fy
lf i AKa(K ’“‘r’V) !@Kai - BKa(K ’Mr"\’})/})Kav *
/ v Ay (Kb ViRe) /31311 t oAy (Kb oV Re=0) ﬂElv
i
(3 .5.7)

-

b ow
3K Zur

\ 6K' + 2u_ (3.5.8)
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1 1 .
= e wobei fi= SO gesetzt wird (3.5.9)
K, K 1 - /5
iso u v
1 _ l_ " " n 1 (3.5.10)
Hiso Ly
\
) K'+ F Kf(KiSO—K')
e " S0 0 PR o (3.5.11)
iso "V Y480 F

Die in den einzelnen Gleichungen auftretenden Terme sind in An-
hang C gegeben. Die geschweiften Klammern fassen jeweils die auf
Grund des SCS simultan zu losenden Gleichungen zusammen. (3.5.3)
bis (3.5.5) ergeben die unrelaxierten Moduli, aus (3.5.6) bis
(3.5.8) resultiert der relaxierte Schermodul. Der relaxierte K-
Modul folgt fiir ﬁi¢(> aus (3.5.9) bis (3.5.11); ist ﬂi=<3,die
Schmelze also vollstdndig zusammenhdngend, so ist K' identisch
mit dem K-Modul Kd fir trockene Inklusionen undI%SOﬂQ);Kr ergibt
sich dann direkt mit K‘=]§iaus der Gassmannrelation (3.5.11).
Als MaB fir die Absorption sind hier nochmals die halben Relaxa-
tionsstdrken zusammengefaBt, die sich aus den Ldsungen des obi-

gen Gleichungssatzes direkt ergeben:

A uo—u Pa K ~K.
"y _ u'r K_Tuw r (3.5.12)
2 21 2 2K
X r
H ¥ -
zﬁu o A K, K.

M
1 = (3.5.13)
2 \/uu u,r 2 2 "Ku Kr
(3.5.13) gibt direkt das Q | fir den Fall, daB die Absorption
durch einen einzelnen Debye-peak gegeben ist, (3.5.12) und (3.

5.13) n&hern sich jedoch fiir kleine Relaxationsstidrken oder gros-

se Q an.
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Berilicksichtigung eines herabgesetzten Verbundenheitsgrades

Allgemeine Auswirkungen eines herabgesetzten Verbundenheits-

grades auf die Moduli und Relaxationsstidrken

Betrachtet man den im letzten Abschnitt gegebenen Gleichungssatz
jeweils nur flir eine Schmelzgeometrie, so 138t sich der EinfluB
eines variablen Verbundenheitsgrades auf die Moduli und Relaxa-
tionsstdrken direkt untersuchen. Bezeichnet man den in Kap. 3.4.
definierten Verbundenheitsgrad wieder mit Vb, so sind die Schmelz-
anteile gegeben durch

P = (1-Vb) /3 i P, =vb/f3 (3.5.14)

4 Vv

wobei ﬁl, ’@v die Anteile fiir die jeweils betrachtete Geometrie

darstellen.

Es ist klar, daB der Verbundenheitsgrad auf die unrelaxierten
Moduli keinen Effekt hat. Die Abweichung der relaxierten von den

unrelaxierten Moduli wird dagegen mit zunehmendem Vb wachsen.

Ersetzt man auf der rechten Seite vom Gleichungssatz (3.5.3) bis
(3.5.8) die effektiven Moduli durch die ungestdrten, 1liBt man al-
so das SCS fallen, so ergibt sich fir den relaxierten Schermodul
eine einfache Beziehung

K

u

u =
r T Ty vp Pubv (3.5.15)

Uy

wobei u,, der relaxierte Schermodul fiir das entsprechende vollstin-
dig verbundene Schmelzsystem ist. Fiir kleine Relaxationsstirken
Av w=(uu-uv}/uv kann ur als lineare Funktion von Vb approxi-
miert werden:

ur(Vb)5¥ uu(1~*Vb Lkv)jz [V (uu-uv) Vb (3.5.16)

u

Lost man die selbst~konsistenten Gleichungen jeweils flir verschie-
dene Geometrien, so 138t sich fiir grdBere Relaxationsstirken ei-
ne leichte Abweichung von der Linearitit feststellen. o 148t

sich dann angenihert durch

b (VB)® b= (b =u) Vb (1= & (1-Vb)) (3.5.17)
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beschreiben, wobeil $ ein MafB flir die Abweichung von der Lineari-

tit ist. Flr spitzkantige Kanile ergibt sich z. B. fiir d :48=1.6/5.

Interessanter dirfte die Abhidngigkeit der halben Relaxationsstdr-

ke AS/E vom Verbundenheitsgrad sein. Es seil wieder definiert:

o0

7 = Ml
2 b By _ BTty
2 2

wobedi Z&é/2 fir ein entsprechendes vollstandig verbundenes Schmelz-

system gelten soll. Aus (3.5.17) ergibt sich dann als N&herung:

VA <.
— ==Y vyb(1-§ (1-vVb)) (3.5.18)
2 2
T
A i
mit &' = &+ —Y l‘—u (1- 3 vb) +
. "

%

In der linearen Approximation ist A'/2 also gegeben durch
N Vb — (3.5.19)

Flir kleine Schmelzkonzentrationen bzw. Relaxatiocnsstdrken steigt
also die Relaxationsstidrke linear mit Vb an. In Abb. 49 ist é‘/Z
in Abhingigkeit von der halben.Relaxationsstérkeélé/Z fir die Film-
bzw. Kanalgeometrie dargestellt. Man erkennt, daB flir kleine [3;/2
die Abweichung von der Linearitdt vernachldssigbar wird und (3.5.

19) eine gute Approximation darstellt.

vy le
¥ 20

¥

10

0 02 04 086 A’V'/z

Abb. 49: Maximale relative Abweichung der halben Rela-
xationsstdrke von der linearen Beziehung (3.5.19) fir
Kandle (Mavko) und Filme (OB).
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Zusammenfassend kann gesagt werden,daB fir nicht zu grofe A;/Z
(<0.1) im Fall von nur teilweise verbundenen Inklusionen der re-
laxierte Modul bzw. A'/2 mit Hilfe der linearen Beziehung (3.5.
16) bzw. (3.5.19) berechnet werden kann. Ob flir grdBere A'/2 ei-
ne Korrektur gemdB (3.5.17) bzw. (3.5.18) erforderlich ist, mag
hingegen ohne gr&Bere Bedeutung sein,da, wie unten gezeigt wird,
in einem solchen Fall schon mit einem relativ vollstédndig ver-

bundenen Schmelzsystem gerechnet werden mufl.

Anwendung des statistischen Modells {iber den Verbundenheitsgrad

sphdroidfdrmiger Inklusionen auf die Relaxationsstdrke

In Kap. 3.4. wurde ein Zusammenhang zwischen dem Querverhé&dltnis
o , der Schmelzkonzentration.ﬁ und dem Verbundenheitsgrad Vb flr
film- oder sphdroidfdrmige Inklusionen gefunden. Im letzten Ab-
schnitt wurde gezeigt, welchen EinfluB ein variabler Verbunden-
heitsgrad auf den relaxierten Modul und die Relaxationsstédrke hat.
Es liegt daher nahe, den relaxierten Modul und die Relaxations-

stdrke in Abhdngigkeit von « , /5 und Vb(x ,/3 ) zu berechnen.

Bezliglich einer méglichen analogen Betrachtung des Kanalmodells
seil hier auf einen grundlegenden Unterschied hingewiesen: Die
Moduli des Film- bzw. Ellipsoidmodells hingen von einer (/5/«)
bzw. zweil (6&,/5) unabhdngigen Variablen ab. Der hier benutzte
zugehdrige Verbundenheitsgrad hat die identischen Gr&B8en als un-
abhidngige Variable, so daB er ohne weiteres in das Filmmodell mit
einbezogen werden kann. Definiert man fiir Kandle analog zu Filmen ein
Querverhdltnis ixmlals Quotient Durchmesser zu Ldnge eines Kanals,
so lieBe sich mit cxKaund /5, dhnlich wie bei Filmen, eine Art
Verbundenheitsgrad einfiihren. Dieser Verbundenheitsgrad widre dann
von zwei Grdfen, c%Kaund‘ﬁ, abhédngig, wdhrend die unrelaxierten
Moduli desg Kanalmodells nur von/S, nicht wvon O gt abhdngen. Zu
einem Hy gdbe es dann beliebig viele b und Relaxationsstdrken,
je nach «y . Beim Filmmodell dagegen bleibt der Zusammenhang ZWi-

schen by und . bzw. A'/2 eindeutiqg.

Anders ausgedriickt, beim Kanalmodell 188t sich ein vollstdndiger

Verbundenheitsgrad bei gegebenem ﬂ»dadurch erreichen, dafB man a?a
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genligend klein wdhlt. Der unrelaxierte Modul bleibt davon unbe-
einfluBt. Bei Filmen oder Ellipsoiden hat dagegen eine Veridnde-
rung von % einen erheblichen EinfluB auf e Dies legt nun nahe,
in erster Linie den herabgesetzten Verbundenheitsgrad filir Filme
und Ellipsoide zu untersuchen. Fiir Kandle sei daher ein 100%-iger
Verbundenheitsgrad angenommen. Diese Vereinfachung wird durch theo-
retische thermodynamische Uberlegungen von Bulau et al. (1979)ge-
stlitzt, nach denen ein Schmelzkanalsystem im strukturellen Gleich-
gewicht einen 100%-igen Zusammenhang hat. Die sich dann fiir Kand-
le ergebenden b bzw. A'/2 stellen somit Unter- bzw. Obergrenzen
dar, die durch freie Wahl von ﬁ%av//S jeweils lber- bzw. unter-
schritten werden konnen.

Es sind nun mit dem in Kap. 3.4. bestimmten Vb(« ,/5) und den da-
raus nach (3.5.14) folgenden Schmelzanteilen ﬁEl- und /3El die
elastischen Moduli und Relaxationsstdrken durch Losung des Glei-
chungssatzes (3.5.3) bis (3.5.13) berechnet worden. Hierbei sind
die Schmelzanteile ﬂ%,und /SKa gleich Null gesetzt worden. Die re-
sultierenden Moduli zeigen nur eine geringe Abweichung vom Fall
Vb =1 (welcher in Abb. 32 dargestellt war). In logarithmischer
Darstellung ist allerdings fiir die halbe Relaxationsstdrke A'/2
ein deutlicher Effekt zu erkennen (Abb. 50). Die gezeigten dik-
keren unteren Kurven beinhalten den von/3 abhidngigen Verbunden-
heitsgrad, die schwdcheren Kurven gelten dagegen fiir Vb =1 (und
sind identisch mit denen aus Abb. 34). Bei steigendem Schmelzan-
teil geht der Verbundenheitsgrad gegen 100%, so daB die Kurven
konvergieren. Fir kleine ﬂ)Oder kleine A'/2 sind jedoch deutli-
che Unterschiede zu erkennen, beil ﬁ§/21310_2 z.B. differieren

sie schon um etwa einen Faktor von 2.

Stellt man die A'/2 in Abhdngigkeit vom unrelaxierten Schermodul
dar (Abb. 51}, so ist ebenfalls ein deutlicher Effekt durch den
herabgesetzten Verbundenheitsgrad (durchgezogene Kurven) zu erken-
nen. Wird durch Schmelze ein Abfall des Schermoduls von z.B. 10%
hervorgerufen, so ist nach dem Verbundenheitsmodell aus Kap. 3.4.
offensichtlich noch keine vollstdndige Verbundenheit erreicht. Die
Relaxationsstdrken fir Filme werden flr dieses Beispiel um 30% -

40% herabgesetzt, flir Ellipsoide mit ® = 0.3 sogar um ca. 50% .

Um schlieBlich einen direkten Vergleich der Relaxationsstdrke

mit dem Verbundenheitsgrad und dem weiter unten folgenden Leit-
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Abb. 50: Halbe Relaxationsstdrke Al /2 mit herabgesetztem (jeweils

untere dicke Kurven) und mit vollstindigem Verbundenheitsgrad (diin-
ne Kurven) flr sphdroidfdrmige Inklusionen. Sonstige Moduli wie in

Abb. 32.
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Abb. 51: Halbe Relaxationsstirke ‘A&/Z mit (durchgezogene Kurven)
und ohne (gestrichelt) Beriicksichtigung eines herabgesetzten Ver-
bundenheitsgrades in Abhingigkeit des abfallenden unrelaxierten

Schermoduls.
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Abb. 52: Linien gleicher halber Relaxationsstirke A,/2 in Abh&n-
gigkeit vom Querverhdltnis und der Schmelzkonzentratlon Ein flr
kleine /> und groBle « herabgesetzter Verbundenheitsgrad ist beriick-
sichtigt. Q entspricht dem maximalen Q =1 bei einem 6 Dekaden brei-
ten Absorptlonbband.
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fédhigkeitsmodell zu ermdglichen, sind in Abb. 52 Kurven gleicher

von Vb(e ,[/>) abhdngiger Relaxationsstdrken aufgetragen. In die-

sem Diagramm sind zus&dtzlich an den Kurven die maximalen Q_1—Wer—
te angegeben, die bei einem sechs Dekaden breiten Absorptions-

band (im Unterschied zum Debye-peak) auftreten wilirden.

Uberlagerung verschiedener Schmelzgeometrien

Der Gleichungssatz (3.5.3) bis (3.5.13) erlaubt eine Uberlagerung
verschiedener Schmelzgeometrien unter Beriicksichtigung des SCS.
Aus der Vielzahl von mdglichen Superpositionen seien hier folgen-
de, prinzipiell unterschiedliche gewdhlt: Filme + kompakte Schmelz-
taschen, Filme + Kandle, Kandle + kompakte Schmelztaschen. Flir das
Filmmodell sollte das Querverhdltnis nicht wesentlich kleiner als
0.01 gewdhlt werden, da in der Natur kaum zu erwarten ist, daBl ge-
geniliberliegende Filmseiten ilber die gesamte Filmfl&che, deren Aus-
dehnung dem 1000- oder mehr fachen der Filmdicke entsprechen soll,
vollkommen frei und ungestdrt sind. Es wurde daher willkiirlich

ein oo =0.01 gewdhlt, stellvertretend auch flir breitere Verteilun-
gen in « gemdB (3.2.12). Fiir die kompakten Schmelztaschen, die
sich etwa beim Aufschmelzen ganzer Gesteinskdrner bilden k&nnen,
wurde der Ubersichtlichkeit halber eine Kugelgeometrie gewidhlt.
Flir die Kanalgeometrie schienen die spitzzulaufenden (€ =0, Abb.
14) Kandle am geeignetsten. In den folgenden Modellen wurde immer

ein 100%-iger Verbundenheitsgrad gewidhlt.

Zundchst sei ein Schmelzsystem, bestehend aus Filmen und Kugeln,
betrachtet. Abb. 53 zeigt die unrelaxierten Moduli, u, K, K+%;L

(= Modul filir p-Wellenausbreitung) in Abhidngigkeit von der Schmelz-
konzentration fiir den Ubergang Kugeln (100% K, 0% F) zu Filmen (0%

K, 100 F). Wie zu erwarten, fdllt mit zunehmendem Filmanteil an
der Gesamtschmelze der Schermodul drastisch ab. Umgekehrt, je grds-
ser der Schmelzanteil in Kugeln relativ zu demin Filmen ist, um so
mehr Gesamtschmelze benttigt man zur Erkldrung eines gegebenen Mo-
dulabfalls.

In Abb. 54 ist nun die halbe Relaxationsstirke ;Aﬁ/Z flir Scherung
gegen den durch Schmelze abfallenden unrelaxierten Schermodul auf-
getragen. Es ist ein drastischer Anstieg von Aﬁ/Z bei nur gerin-

gem Anteil von Schmelze in Filmen zu erkennen. 1% der Gesamtschmel-
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Abb. 55: Halbe Relaxationsstdrken flir Kompression ( Aé/Z)
fur die Uberlagerung von Filmen (F) mit Kugeln (K).
Moduli wie in Abb. 53. Gestrichelt: ¢Q&/2 fir 10% F und 90% K.

Abb. 53 (vorige Seite): Unrelaxierte Moduli fiir die Uberla-
gerung von Filmen (F) mit dem Querverhdltnis 0.01 mit Ku-
geln (K). Prozentzahlen beziehen sich auf die Gesamtschmel-
ze. K,=0.66Mb, nu,=0.4 Mb, Kf= 0.2Mb, &=0.01.

Abb. 54 (vorige Seite): Scherrelaxationsstdrke A }/2 fir die
Uberlagerung von Filmen (F) mit Kugeln (K) in Abhdngigkeit
vom abfallenden unrelaxierten Schermodul. Moduli wie in Abb.
53. Zusdtzliche Kurven: Linien gleichen Schmelzanteils, gil-
tig fir die A&/z Kurven.
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ze in Filmen erhdht die Relaxationsstdrke um z.T. mehr als eine
Dekade. Dieser starke Anstieg wird verstédndlich, wenn man bedenkt,
daB ohne das SCS kugelfdrmige Inklusionen iiberhaupt keine Relaxa-
tion aufweisen wilirden (vgl. Kap. 3.3.). Es wird aus der Abbildung
deutlich, daB bei gegebenem Modulabfall ein groBer Schmelzanteil
in Kugeln bendtigt wird, um die Relaxationsstédrke merklich herab-
zusetzen. In welchem MaBe dann die Schmelzkonzentration ansteigt,
kann den drei eingezeichneten Kurven gleichen Gesamtschmelzanteils
entnommen werden. Man hat also auch hier wieder den Fall, daB bei
gegebenem Schermodul die Relaxationsstédrke abnimmt, wdhrend mit
zunehmendem Kugelanteil die Gesamtschmelzkonzentration zunimmt.

Es sollte angemerkt werden,daB die Lage der Kurven mit hohem Ku-
gelanteil (95% K oder 99% K) empfindlich vom Querverhdltnis der Fil-

me abhidngt.

Ein sehr interessanter Aspekt ergibt sich bei der Betrachtung der
Relaxationsstidrken fiir Kompression. Um den Mechanismus der Rela-
xation bei Kompression zu verstehen, sei zundchst nur eine In-
klusionsgeometrie angenommen. Die Ursache fiir den Unterschied
zwischen Ku und Kr’ also fiir die Relaxation, liegt in der aus dem
SCS folgenden Kopplung der entsprechenden Gleichungen mit denen
fir die Schermoduli b und . Ohne Berilicksichtigung des SCS bzw.
der Wechselwirkung zwischen den Inklusionen wiirden bei Kompression
in den Inklusionen keine unterschiedlichen Drilicke, also auch keine
Relaxation auftreten (im Gegensatz zur Scherung) . Wie schon an-
hand von Abb. 35 diskutiert wurde, treten in der Umgebung von In-
klusionen Spannungskonzentrationen auf, die zu einem inhomogenen
hydrostatischen Druck im gesamten Medium filhren. Dies ist auch
fiir Kompression bei dicht verteilten Inklusionen der Fall. Die

in einem solchen heterogenen Feld verteilten Inklusionen weisen
dann auch unterschiedliche Flissigkeitsdriicke auf, welche sich

durch Relaxation ausgleichen konnen.

Liegt nun also Schmelze in Form von Filmen vor (100%F, 0% K ; Abb.
55), so steigt mit zunehmendem ﬁ)die Relaxationsstdrke in K zu-
nidchst an. Wenn bei steigendem /> erst o dann auch oy Null
erreichen, verliert die Kopplung zwischen den K- und den Scher-
moduli zunehmend ihre Wirkung. K4 und Kr ndhern sich wieder an,
die Relaxationsstirke f&dllt ab, bis schlieBlich KU.==Kr oder ‘Ak/z

=0 filir uu==ur==0. Physikalisch entspricht das System mit p = 0 dann
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eher dem einer Suspension mit festen Partikeln. Relaxation durch
FllissigkeitsstrOmung ist bei auBen angelegtem hydrostatischem

Druck dann nicht mehr mdglich.

Man erkennt nun in Abb. 55, daB bei zunehmendem Schmelzanteil in
Kugeln /5 die halbe Relaxationsstirke Z&'/Z stark ansteigt. Sie
erreicht bel einem Film/Kugel-Verhdltnis ﬁ%//3 ~10/90 einen ma-
ximalen Verlauf mit Werten zwischen 0.01 und 0.04 flir einen
Schmelzanteil zwischen 2% und 15%. Erhdht man den Kugelanteil
weiter, so fdllt die Relaxationsstidrke wieder drastisch ab. Es
existiert also offenbar ein optimales Verhiltnis zwischen /5F
und ,ﬁku,bei dem die Relaxationsstdrke um Gr&Benordnungen hdher
ausfdllt als jeweils filir die Film- oder Kugelgeometrie getrennt.
Dieses Verhalten 1&8t sich leicht verstehen, wenn man bedenkt,
daB bei duBerer Kompression unterschiedliche Porengeometrien
auch unterschiedliche Porendriicke hervorrufen, die sich dann

ausgleichen ko&nnen.

Ein solcher Mechanismus wurde schon von Johnston et al. (1979)
und Budiansky und O'Connell (1980) diskutiert. Budiansky und O°
Connell berechneten fiir ein /3 L von 5% und eine RiBdichte wvon

0.1 (vgl 3.4.13) einen Absorptlonspeak unter Annahme von Kf=

0. SI< . Das resultlerende OK ax (= A§/2) erreicht etwa 15% des
entsprechenden Qu . Es sei angemerkt, daB diese Werte mit Hil-
fe des den Glelchungssatz (3.5.3) bis (3.5.13) ldsenden Programms
erfolgreich reproduziert werden konnten.Das von Budiansky und OF
Connell berechnete Verhidltnis QE?/Q;J variiert wegen der unter-
schiedlichen Lage der Debye-peaks auf der Frequenzachse zwischen
5% und 50%. Das von Budiansky und O'Connell berechnete Q /Q -
Verhdltnis stellt eznen sehr speziellen Fall dar, es w1rd im fol~
genden gezeigt, daB QK /QU’ sehr enpfindlich von ﬁ , /3F/ [y on

K_ abhéngt.
L

In Abb. 55 ist A\/2 fir 10%F, 90% K gestrichelt dargestellt. Man
sieht, daB auf Grund der unterschiedlichen Steigungen von Au/2
und A'/Z (108 F, 90% K) ihr Verh&dltnis iiber einen weiten Bereich

variiert.

Weiterhin sind die z}&/2 Kurven, von denen nur die fiir 10%F, 90%K
gezeigt ist, stark vom Film/Kugel-Verhiltnis abhingig. Die Asﬁ/2—

Kurven weisen dagegen fiir j3F//%Q;Verhéltnisse um 0.7 nur geringe
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Verdnderungen auf, wie der Abb. 55 zu entnehmen ist.

SchlieBlich kommt hinzu, daB die Hbhe der A%/Z Kurven im Unter-
schied zu entsprechenden A&/z Rurven empfindlich vom K-Modul der
Schmelze abhdngt. Der EinfluB von Kf auf zﬁk/Z 148t sich fir das
PF/ﬁ?u Verhdltnis 10/90 kurz so beschreiben:

A%/Z (Kg=0.33Mb)x 0.25 A /2 (K.=0.2 Mb)

~ 0.1 [:K/Z (Kf=0.1 Mb) ,

wdhrend die Kurvenform weitgehend erhalten bleibt. Budiansky und
O'Connell (1980) erhalten mit K.=0.5K_ (% Ke=0.33 Mb) eine re-

lativ niedrige Relaxationsstdrke, widhrend sie z.B. mit Kf=0.1 Mb
bis hinauf zu 5% Schmelze in weitgehender Ubereinstimmung mit

Aﬁ/z verldauft.

Es sei angemerkt, daB die dargestellten 43%/2 Kurven fir ﬁf/ﬁKu
% 10/90 gendhert auch fiir andere o gelten, wenn dann fﬁr/SF und
ﬁ%ugllt:

Pa/Py, = 0% , (< 0.03) (3.5.20)

Bei geeigneter Wahl von Parametern (kleines Kf, Film/Kugel-Ver-
h&altnis wvon pF/ﬂ@ﬁfg 10q,,,6 nicht zu groB) ist es also durch-
aus moglich, daB die Relaxationsstdrke in K die GrdBenordnung
der 1in p erreicht. Das Verhidltnis lﬁk/zﬁﬁ hdngt jedoch empfind-
lich von den oben aufgefiihrten Parametern ab, so daB zwingende
Voraussagen flir in situ-Bereiche im Augenblick nicht m&glich

scheinen.

Im ndchsten Modell wurden Filme und Kandle mit spitzkantigem
Querschnitt nach Mavko (1980) Uberlagert. Da auch in diesem Fall
der EinfluB der Filme auf den Modulabfall stidrker ist, als der

der Kandle, nehmen die Moduli mit zunehmendem Filmanteil deutlich
ab (Abb. 56). Insgesamt ist der iiberstrichene Bereich jedoch schma-
ler als der der Film-Kugel-Superposition, da der Modulabfall bei
Kandlen stdrker als bei Kugeln ist.

Eine &dhnliche Uberlagerung von Kanilen und Filmen wurde fiir ein
Kanal- Film~-Verhdltnis ,6Ka/ [>z=70/30 von Mavko (1980) durchge-
fihrt.

Betrachtet man nun wieder die halbe Relaxationsstirke fiir Sche-

rung in Abhdngigkeit des unrelaxierten Schermoduls (Abb. 57), so
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{M). Sonst wie Abb. 54.
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ist hier ebenfalls - wenn auch nicht mehr so deutlich wie in Abb.
54 - erkennbar, daB ein relativ geringer Schmelzanteil in Filmen
ausreicht ( ﬁ?>’10mr/5Ka), die Relaxationsstdrke signifikant an-

zuheben.

Auch flir Filme und Kandle wurde die Kompressionsrelaxationsstdr-
ke in Abhdngigkeit von der Schmelzkonzentration berechnet. Sie
ist in Abb. 58 dargestellt. Wieder liegt die Relaxationsstidrke
flir eine Kombination von Kanidlen und Filmen ( ﬁka/ ﬁFQ;9O/1O)
deutlich -bis zum Teil eine Dekade - hdher als die fiir die ein-
zelnen Geometrien selbst. Sie erreicht allerdings nicht die Gr&s-
senordnung derjenigen des Film-Kugel-Modells. Im Gegensatz dazu
Ubertrifft die Scherrelaxationsstdrke (gestrichelt) jedoch die
entsprechende Kurve des Film-Kugel-Systems deutlich. Das Verhdlt-
nis Ax%/ﬁ:& fdllt also um einiges niedriger aus als das des Film-
Kugel-Modells. Selbst filir kleine Kf (*0.1Mb) liegt das Verhdltnis
unterhalb von 40%.

Im letzten Modell werden Schmelzkandle mit Kugelinklusionen iiber-
lagert, reprdsentativ fiir ein Schmelzsystem mit Schmelztaschen

in Kornzwickeln, die durch Schmelzkandle l&dngs Kornkanten verbun-
den sind. Die Moduli {Abb. 59) iberstreichen bei Variation des Ka-
nal-Kugel-Schmelzverhdltnisses ﬁKa/[SKunur einen relativ engen
Bereich. Dieser wdre noch enger, wilirde man entweder anstelle von
Kugeln spitzkantige Schmelztaschen (z.B. Abb. 5c¢,d), oder aber

anstelle spitzkantiger Kandle zylinderfdrmige berlicksichtigen.

Abb. 60 zeigt die Scherrelaxationsstdrke in Abhdngigkeit des un-
relaxierten Schermoduls. Sie steigt bei gegebenem Modul mit
wachsendem ﬁKa/’aKu um etwa eine Dekade an, wahrend sich die

Schmelzkonzentration ungefdhr halbiert.

Abb. 61 zeigt schlieBlich wieder die kompressive Relaxations-—
stdrke flr die kombinierten Geometrien Kanal-Kugel. Sie liegt

fir kleine Schmelzanteile (£8%) um einen Faktor 2 bis 10 hdher
als die fir Kandle selbst. Die A%/2 Kurven haben fiir einen re-
lativ groBen Bereich von /6Ka//%hlVerhéltnissen(1/3£ /%Ka/ﬁ%ufEB)
einen dhnlichen Verlauf. Innerhalb dieses !BKa/ﬁ%quntervalls va-
riiert jedoch die Hohenlage der Scherrelaxationsstdrke deutlich
(gestrichelte Kurven). Dies fihrt in diesem Fall dazu, daB das

T | . 5 & -
‘AK/‘SH Verhdltnis bei /%Ka/ﬁku, 25/75 den Wert 1 sogar schwach
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Ubertrifft (fir /54 7%} . Es sei erwdhnt, daB auch hier die A%—
Kurven fir kleinere Kf noch hodher ausfallen wlrden (flr Kf=0.1
Mb z.B. um einen Faktor 1.5 bis 2.5).

Flihrt man eine Uberlagerung von Kugeln mit zylindrischen Kandlen
- im Unterschied zu den spitzkantigen aus den letzten drei Abbil-

dungen - durch, so stellt sich heraus, daB A nicht oder nur

K
schwach gr&Ber ist als flir Kandle selbst. Ahnlich dirfte der
Fall aussehen, wilirde man spitzkantige Kandle mit eben solchen

Schmelztaschen superponieren.

Der hier in Kap. 3.3. bis Kap. 3.5. vorgestellte Satz von Ela-
stizitdts~ und Anelastizitdtsmodellen fiir partielle Schmelze
sollte einen Uberblick iliber die Effekte unterschiedlicher Schmelz-
geometrien geben. Die Frequenzabhdngigkeit, bei deren Betrachtung
noch weitere Geometrieparameter und die Schmelzviskositdt berlick-
sichtigt werden miiften, wurde nichtexplizit untersucht. Sie 1a8t
sich jedoch mit den in Kap. 3.2. zusammengestellten Relaxations-
frequenzen und den Betrachtungen Uber Relaxationszeitverteilungen

in Kap. 3.1. bei Bedarf abschdtzen.

Zusammenfassung von Kapitel 3.5.

In Kapitel 3.5. wird ein umfassender Satz von an/elastischen
Schmelzmodellen zusammengestellt, der, kombiniert mit dem wei-
ter unten aufgestellten Satz von Leitfdhigkeitsmodellen, zur In-
terpretation von unterschiedlichen Beobachtungsdatensdtzen heran-

gezogen werden kann.

In Kap. 3.5.1. wird zunidchst ein allgemeiner selbst-konsistenter
Gleichungssatz formuliert,der die Berechnung von elastischen
Moduli und Relaxationsstdrken flir partiell geschmolzenes Mate-
rial mit vollstdndig oder teilweise verbundenen, kanal-, film-
oder sphdroidfdrmigen Inklusionen oder Uberlagerungen derselben

ermdglicht (Glgn. 3.5.3 - 3.5.13).

In Kap.3.5.2 werden die allgemeinen Auswirkungen eines herabge-
setzten Verbundenheitsgrades Vb auf den relaxierten Modul und
die Relaxationsstirke behandelt. Es erweist sich flr die mei-

sten Fille als ausreichend, den relaxierten Modul und die Re-
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laxationsstdrke proportional zu Vb zu setzen (Glg. 3.5.16 und
3:5:19) &

Weiterhin wird der in Kap. 3.4. flr Film- und Sphdroidinklu-
sionen hergeleitete, vom Querverhdltnis o und der Schmelzkonzen-
tration & abhdngige Verbundenheitsgrad mit in die Berechnung der
Moduli und Relaxationsstédrken einbezogen. Flir kleine Relaxations-
stdrken oder Modulabfdlle ergeben sich fiir A /2 schon betricht-

liche Abweichungen vom vollstidndig verbundenen Fall.

In Kap. 3.5.3. werden schliefilich die effektiven Moduli und Re-
laxationsstdrken flir folgende Uberlagerungen verschiedener Inklu-
sionsgeometrien berechnet: Filme + Kugelinklusionen, Filme + Ka-
ndle, Kandle + Kugeln. Fiir den Fall Filme + Kugeln zeigt sich, daB
schon ein sehr geringer Filmanteil ausreicht, die Relaxationsstir-
ke drastisch anzuheben. Es wird ebenfalls die Relaxationsstidrke fiir
Kompression berechnet, diskutiert und dargestellt. Es zeigt sich,
daB sie flir bestimmte Kombinationen von Film/Kugel -Schmelzver-
hadltnisse 3L/ 3, ¥

fir die einzelnen Geometrien selbst. Unter bestimmten Bedingungen

10 ) um GroBenordnungen hdher ausfillt als

erreicht ASK sogar die Gr&Benordnung von Au'

Es wird der von Budiansky und O'Connell (1980) beschriebene Zusam-
- aq’! . diskutiert. Dabei stellt
Scherung Kompression -1
sich heraus, daB8 das von Budiansky und 0'Connell beschriebene Qu /
o
QK
nen empfindlich von [, /SF/ /gKu und K

menhang zwischen Q

- Verhdltnis einen Spezialfall darstellt, da es im allgemei-

£ abhdngt.

Es werden schlieBlich noch die beiden {ibrigen Film + Kanal- und Ka-
nal + Kugel-Uberlagerungen besprochen, deren Verhalten sich prin-
zipiell nicht vom Film-Kugel-Fall unterscheidet. Es wird hier-

bei noch angemerkt, daB bei der Kanal-Kugel-Uberlagerung AK so-

gar 4ﬁu Ubertreffen kann.

In Kap. 3.5.4. wird schlieBlich eine Zusammenfassung dieses Ka-

pitels gegeben.



Uberlagerung von Hochtemperatur-Relaxationsmechanismen im Fest-

kOrper mit solchen durch Schmelze

Bei der Erstellung von elastischen Schmelzmodellen geht man fir
die Gesteinselastizitdt im allgemeinen von einem ungestdrten, ide-
al elastischen Material aus (Kap. 3.3.-3.5.; 0O'Connell und Bu-
diansky, 1977; Mavko, 1980; u.a.). Aus Experimenten ist jedoch be-
kannt (Berckhemer et al., 1982a; Kampfmann, 1980; Woigard und Gue-
guen, 1978}, daB bei Temperaturen nahe der Solidustemperatur die
FestkOrperabsorption, insbesondere die sogenannte "high temperatu-

re background absorption®, eine bedeutende Rolle spielt.

Um nun zu bestimmen, in welcher Form sich Festkdrper- und Schmelz-
mechanismen iberlagern, ist die genaue Kenntnis dieser einzelnen
Absorptionsprozesse erforderlich. Nimmt man jedoch zundchst an,
die Relaxationsmechanismen seien voneinander unabhdngig, so 1dBt

sich eine einfache Betrachtung durchfihren:

Es seien folgende Relaxationsspektren definiert (vgl. Kap. 3.1.)

(die Indizes bedeuten: o : Festkdrper, f: Schmelze (fliissig)), M =

Moduldefekt, V= normierte Verteilungsfunktion der Relaxationszeiten)
( - --V .
dMO VO {t), resultierend aus FestkOrpermechanismen,
5Mf Vf (t), " " Schmelze,

und das Gesamtspektrum

< _ _ X “\
OM V(T) = JM_ V_(v) + dm Ve (T)

£ (3.6.1)

Fir die Moduldefekte folgt dann, da dieeinzelnen V normierte Spek-

tren darstellen:

§M = éMo + &M (3.6.2)

f

Nach Gleichung (3.1.24) folgen fiir den Real- und Imagindrteil des

komplexen Moduls:

o0
2 2
g { l W T
M. {w) = M-—AM+ oM J\Ht) dt
1 o 1 2 2
0 + W T
c w o
= M —é)M+ éMO \VO(’C) d~
5 T+ w? T2
£ 2 2
w T
+ 5Mf \ Vf(t)——--—~cit
6 - T+ o 2 (3.6.3)



o0
¢ w T
M, (w) = oM gV('C) dv =
1+ w? T2
0 oo
<0 ) ) i
&M jv (€] =l dr 4 éMf gvf(r)—i”—————— dt
Q O 1+(1J2 _'{_:2 0 1+UL)2T:2

(3.6.4)
Um die Auswirkungen der beiden einzelnen Relaxationsmechanismen auf
die Moduli zu betrachten, wird, ausgehend von der unrelaxierten
Elastizitdt des Zweiphasensystems Mu’ angenommen, daB entweder nur
Relaxation im FestkOrper oder aber nur Relaxation durch Fliissig-
keitsmechanismen (Strdmung zwischen Inklusionen) auftritt. Der je-
weils andere Relaxationsmechanismus wird dabei als unrelaxiert oder

nicht wirksam betrachtet. Man kann also schreiben:

o0 o
s 2 2 s T
M, =M -dM +dM v 2T g s oM, o= Su v —9WT ar
1 u o} o o} 2 (o} ) o 3 .3
O O ’i+w2 T2 O O 1+L\)‘ -C-¢_
. o - (3.6.5)
w T c 1
M, =M -dM.+ OM gv-———————-——dt s M, = oM. ‘ V.—2T ar
T¢ u £ £ J°f o e 2¢ £ 3 VE S
0 1+ w? « 0 T+ w* T
(3.6.6)

Es sel erinnert, daB man zwischen der Relaxation des Systems infol-
ge von Schmelzinklusionen und der Herabsetzung der (unrelaxierten)
Elastizitdt durch Schmelze streng unterscheiden muB. Daher wurde

in Glg. (3.6.5} zwar davon ausgegangen, daB Relaxation durch Schmel-
ze nicht wirksam ist, daf jedoch die unrelaxierte Elastizitit Mu

des Systems durch Schmelze herabgesetzt sein kann.

Mit den Definitionen fiir die Absorption

. M _ -
“1 - _l\il_z_ ° Q_ : = _._£2 )] - Q ’I = 2f (3 6 7)
M d o) g f 5 U
o £

findet man mit (3.6.1) bis (3.6.6) durch einfache Algebra fiir Q|

in erster Ndherung

-1 -1 ;/ Mu"l”ﬁﬁ\ - My=Mq

Q QO 1 + " £ 1 + i (3.6.8)
To / g
und flr die Moduli:
M, = M + M - M ; M, = M + M (3.6.9)



Aus (3.6.8) wird deutlich, daB sich die Mechanismen direkt durch Ad-
dition iliberlagern lassen, wenn sowohl die Relaxationsstdrke des ei-
nen, als auch die des anderen Mechanismus klein gegen 1 ist, bzw.

-1
wenn Q

selbst € 1. Beim Uberschreiten der Solidustemperatur iiber-
lagert sich also dem schon bei Subsolidus-Temperaturen vorhandenen
Q;1~Spektrum das Q;1-Spektrum linear bzw. gemdB (3.6.8).

Q;1 und Q;1 kénnen als weitgehend unabhidngig voneinander betrachtet

werden, wenn nur ein geringer Schmelzanteil vorliegt und gleichzei-
tig die Schmelze nicht die fiir die Festkdrperprozesse wichtigen

1

. S - . v s .
Raumbereiche einnimmt. Wenn nun QO und Qf nicht unabhdngig vonein-

ander auftreten, dann kommen im wesentlichen als verantwortliche Me-

. .. -1
chanismen flr Q

die Korngrenzenrelaxation, hervorgerufen durch
Wanderung von sich an Korngrenzen hdufenden Dislokationen und Fehl-
stellen und fiir Q;1 die Scherrelaxation und die Fliissigkeitsstrd-
mung bei Korngrenzen benetzender Schmelze in Frage. Das Auftreten
von Schmelzfilmen wird an den entsprechenden Grenzflidchen die Fest-

kOrperrelaxation aufheben und durch Fliissigkeitsrelaxation ersetzen.

Handelt es sich beim FestkOrpermechanismus um die schon von Ke
(1949) vorgeschlagene viskose Korngrenzenrelaxation, so wiirde die-
se oberhalb der Solidustemperatur durch viskose Scherrelaxation
durch Schmelze ersetzt. Die Relaxationsstidrke ist bei beiden Mecha-
nismen weitgehend gleich (vgl. Kap. 3.2.2.). Die Viskositidten und
(beim FestkOrpermechanismus effektiven) Querverhiltnisse diirften je-
doch eine unterschiedliche Temperaturabhidngigkeit aufweisen, so daB
sich die Relaxationsspektren fiir Q;1 und Q£1 deutlich in Form und

Frequenzlage unterscheiden miiften.

Sind nundie Mechanismen in der beschriebenen Weise voneinander ab-
hdngig, so wird sich im Unterschied zum unabhidngigen Fall das Q;1—
Spektrum beim Uberschreiten der Solidustemperatur selbst verdndern.
Da die Relaxationsstdrken weitgehend gleich sein sollten, diirfte

eine beim Uberschreiten der Solidustemperatur auftretende Abschwi-
chung der Festkdrperrelaxationsstdrke durch die ansteigende Relaxa-

tionsstdrke durch Schmelze kompensiert werden.

Vorausgesetzt, dal Q£1 gegeniiber Q;1 nicht vernachldssigbar ist,
wird sich Q;1 jedenfalls deutlich1 vom Temperatur-Frequenzverhal-
ten eines thermisch aktivierten Qo unterscheiden. Es ist n&dmlich
nicht zu erwarten, daB die Geometrieparameter in den Gleichungen
flir QET, wie z.B. das Querverhdltnis, eine Abh&dngigkeit proportio-

nal zu exp(-H/(kT)) haben (H: Aktivierungsenthalpie, k: Boltzmann-
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konstante, T: absolute Temperatur).

Der frequenzabhdngige Modul M1 in (3.6.9) 14Bt sich folgendermaBen
darstellen:

Myw,p) = M, = AM (P) - AM W) - AMc(w,p) (3.6.10)
wobel Mo der unrelaxierte Modul des ungeschmolzenen Gesteins bzw.
der Gesteinsmatrix ist, ﬂ)die Schmelzkonzentration darstellt und
die Modulabfdlle folgendermaBen definiert sind:

AMH = M - M, ; AMO= M

u = 3

u i AMf: Mu_ M1f

Q

Im Unterschied zu Mo ist Mu der unrelaxierte Modul des partiell ge-
schmolzenen Gesteins. In der Darstellung (3.6.10) wird der erste
und dritte Term durch den FestkOrper und der zweite und vierte durch

die Schmelze bestimmt.

Der unrelaxierte FestkOrpermodul Mo fa4llt nur sehr schwach mit

der Temperatur ab. Nach einer Zusammenstellung von Geschwindig-
keits- und Dichtedaten von Birch (1969) erniedrigt sich der Scher-
modul fir polykristallinen Forsterit zwischen 1000°C und 1500°C
nur um etwa 10%. Dieser Abfall wird zum Teil dem Term 4§MO in
(3.6.10) =zuzuschreiben sein (Birch gibt in seiner Aufstellung kei-

ne Frequenzabhdngigkeit der Geschwindigkeiten an). Den Messungen
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Abb. 62: Schermodul von Dunit ( A,x) und Forsterit (o)
bei 1 Hz aus Labormessungen von Berckhemer et al. (1982a).
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von Kampfmann (1980) und Berckhemer et al. (1979) zu Folge bleibt
der unrelaxierte E-Modul von Dunit bzw. Peridotit im Subsolidus-
bereich iiber mehrere 100 Grad weitgehend konstant. Nach Berckhe-
mer et al. (1982a) ist fir polykristallinen ungeschmolzenen For-
sterit bei hohen Frequenzen sogar eine leichte Erhdhung des Scher-
moduls zu beobachten. Abb.62 zeigt als Beispiel den Modulabfall
von partiell schmelzendem Dunit im Vergleich mit einem nicht

schmelzenden polykristallinen Forsterit (Berckhemer et al., 1982a).

Im folgenden wird davon ausgegangen, daB beim Uberschreiten der
Solidustemperatur der Abfall des unrelaxierten Moduls AM im

wesentlichen auf die Schmelze zurilickzuflhren ist.



